Уравнение сферы
План урока

1. Вывод уравнения сферы

2. Пример решения задачи о построении уравнения сферы, проходящей через 4 точки

3. Пример решения задачи о сфере, касающейся данной плоскости

7.1. Вывод уравнения сферы 


Напомним, что в координатном пространстве с прямоугольной системой координат расстояние между точками 
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вычисляется по формуле 
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Применим эту формулу для вывода уравнения сферы.

Пусть центр F сферы имеет координаты 
[image: image3.wmf](;;), 
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а радиус сферы равен r. Обозначим через 
[image: image4.wmf](;;) 
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координаты произвольной точки M данной сферы. Тогда FM = r. Это равенство через координаты запишется в виде 
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Так как r > 0, то полученное равенство равносильно равенству 
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Заменяя переменные 
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на привычные переменные 
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получаем
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Полученное равенство верно для тех и только тех наборов 
[image: image10.wmf](;;) 

xyz

переменных, которые являются координатами точек данной сферы. Равенство (1) называется уравнением сферы.

Вопрос.  Какой центр и радиус у сферы с уравнением
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7.2*. Пример решения задачи о построении уравнения сферы, проходящей через 4 точки


Решим с помощью координат следующую задачу.

Пример 1. Дан куб ABCDA1B1C1D1 с ребром 2. Найти радиус сферы, проходящей через вершины C, C1 и через середины M и N ребер A1B1 и DD1.

Решение. Введем прямоугольную систему координат с началом в точке B и направим ось Ox - по лучу BA, ось Oy - по лучу BC, ось Oz - по лучу BB1, как на рисунке 2. Затем найдем координаты нужных точек: C(0;2;0), C1(0;2;2), M(1;0;2), N(2;2;1).

Запишем уравнение сферы в виде 
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Так как указанные точки принадлежат сфере, то при подстановке в уравнение сферы вместо переменных x, y, z координат этих точек получаем равенства:
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Вычитая почленно первое равенство из всех остальных получаем: 
[image: image17.wmf]4-40, 1-24-44-40, 4-41-20.
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 В результате приходим к системе трех линейных уравнений с тремя неизвестными.

Решая систему, находим
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Подставляя в уравнение 
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 найденные значения a, b, c,

находим 
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Ответ: 
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Вопрос. Как показать, что в пространстве уравнение 
[image: image22.wmf]222
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задает  сферу?
7.3. Пример решения задачи о сфере, касающейся данной плоскости


Когда сфера с центром F и радиусом r касается плоскости (, расстояние от точки F до плоскости ( равно r. В прямоугольной системе координат такое равенство можно записать с помощью соответствующей формулы и тем самым выразить условие касания сферы с плоскостью в виде некоторого соотношения.

Пример 2. В кубе ABCDA1B1C1D1 с ребром a плоскость ( проходит через вершину A, параллельна диагонали B1D, касается вписанного в куб шара и пересекает ребро A1B1. Найти площадь сечения куба плоскостью (.

Решение. Введем прямоугольную систему координат с началом в точке A, направив ось Ox - по прямой AD, ось Oy - по прямой AB, ось Oz - по прямой AA1, как на рисунке 30. Обозначим через F центр сферы, вписанной в куб. Найдем координаты нужных точек: A(0;0;0), A1(0;0;a), B1(0;a;a), D(a;0;0), F
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Так как плоскость ( проходит через начало системы координат, то  уравнение плоскости   ( следует находить в виде
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, причем вектор 
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является нормалью к плоскости (.


Так как (
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Так как радиус вписанной в куб сферы равен 
[image: image32.wmf]2
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, то записывая расстояние от точки F до плоскости (, получаем:
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В результате приходим к системе уравнений 
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Отсюда
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, 
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. Далее возможны два случая.

I. Пусть 
[image: image37.wmf]-3-5
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. Тогда при k = -2, приходим к следующему уравнению плоскости (:
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Точки ребра A1B1 имеют координаты (0;t;a), где 
[image: image39.wmf]0
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Следовательно, плоскость ( пересекает ребро A1B1 в точке M(0;
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;a). Аналогично, точки ребра A1D1 имеют координаты (u;0;a), где 
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. Подставляя координаты в уравнение плоскости (, получаем 
[image: image43.wmf]2(5-1)

(15)-20, 

2

15

aa

uuu

+===

+

. Следовательно, плоскость ( пересекает ребро A1D1 в точке 
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В итоге приходим к тому, что плоскость ( пересекает куб по треугольнику AMK.

Для нахождения площади S сечения выполним следующую работу:
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II. Пусть 
[image: image49.wmf]-35
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. Полагая k = 2 приходим к следующему уравнению плоскости (: 
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Подставляя в уравнение координаты (0;t;a) точек прямой A1B1, находим
[image: image51.wmf](-35)20
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. Следовательно, в этом случае плоскость ( пересекает продолжение ребра A1B1, а поэтому не соответствует условию задачи.

Ответ: 
[image: image53.wmf](3-5)

2

a

.

Вопрос. Как с помощью векторов можно вычислить площадь четырехугольника?

Проверь себя.

Задание 1.Выбрать из предложенных ответов правильные. Правильных ответов может быть несколько. В этом случае надо выбрать все правильные.

Выбрать из перечисленных ниже точек те, которые лежат на сфере 
[image: image54.wmf]222
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1. (-1; 0; 1)
2. (1; -2; 3)
3. (1; 2; 1)
4. (1; 2; 4)
Ответ: 1, 3.
Выбрать из перечисленных ниже точек те, которые лежат внутри сферы 
[image: image55.wmf]222
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1. (-1; 0; 1)

2. (1; -2; 3)

3. (1; -1; 5) 
4. (1; 2; 1)
Ответ: 2, 3.
Выбрать из перечисленных ниже уравнений те, которые задают сферы, касающиеcя плоскости  
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Ответ: 2, 4.
Выбрать из перечисленных ниже пар точек такие, что отрезок, соединяющий эти точки, имеет ровно одну общую точку со сферой, заданной уравнением 
[image: image61.wmf]222
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:
1. А(1; -1, 2) и В(2, -1, 3)
2. А(1; -1, 2) и В(2, 0, 4)
3. А(3; -2, 2) и В(2, 0, 4)
4. А(0; -1, 2) и В(1, -1, 5)
Ответ: 2, 4.
Выбрать из перечисленных ниже уравнений те, которые определяют сферу

1. 
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3. 
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Ответ: 1, 4.
Задание 2.

Выбрать правильные ответы
Указать координаты центра сферы 
[image: image66.wmf]222
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1. 
[image: image67.wmf](3;1;1)

O

-


2. 
[image: image68.wmf]311

(;;)

222

O

-


3. 
[image: image69.wmf]311

(;;)

444

O

-


4. 
[image: image70.wmf]311

(;;)

888

O

-


Ответ: 3.
Указать радиус сферы 
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1. 1
2. 
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Ответ: 3.
Выбрать значение параметра а, при котором уравнение 
[image: image74.wmf]222
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 определяет сферу

1.  -1
2.  0
3.  1
4.  2
Ответ:  4.
Указать расстояние от сферы 
[image: image75.wmf]222
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1. 1
2. 2
3. 3
4. 4
Ответ: 1.
Миниисследование 1.
В пространстве заданы точки A и B. Найдите множество всех таких точек M пространства, для которых AM : MB = 3.
Миниисследование 2.

Найти возможно более простой способ выяснить, сколько точек пересечения имеет заданный отрезок с заданной сферой.

Домашнее задание
1*. Укажите координаты центра и радиус сферы, имеющей уравнение:
а)
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2*. Найдите множество центров всех сфер данного радиуса, которые проходят через заданную точку.

3.* Преобразуйте к виду 
[image: image80.wmf]222
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следующие уравнения:
а) 
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В каких случаях соответствующее уравнение определяет сферу?

4*. Дан куб ABCDA1B1C1D1 с ребром 1. Точка M лежит на луче CA, CM=2
[image: image85.wmf]2

. Точки P и Q - середины ребер D1A1 и A1B1 соответственно. Найдите радиус сферы, проходящей через точки M, A, P, Q.

5*. В правильной пирамиде SABCD в основании лежит квадрат ABCD со стороной 2, боковые ребра пирамиды равны 
[image: image86.wmf]6

. Найдите радиус сферы, проходящей через вершины A, C и через середины ребер SB и SD.

6**. Дан куб ABCDA1B1C1D1 с ребром 1. Найдите радиус сферы, которая касается граней ABCD, AA1B1B, AA1D1D и проходит через середину ребра CC1.

7**. В основании пирамиды SABC лежит правильный треугольник со стороной 4, ребро SA перпендикулярно основанию SA=2. Найдите радиус сферы, центр которой находится на прямой SA, и известно, что сфера проходит через середины ребер BC и SC.
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