(Класс 11, модуль X, урок 2)

Урок 2. Правила нахождения первообразных
План урока
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 2.1. Первообразная суммы функций
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 2.2. Первообразная функции 
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 2.3. Первообразная функции 
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 2.4. Первообразная сложной функции
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 2.5. Два свойства неопределенного интеграла
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 Тесты
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 Домашнее задание

Цели урока: указать и обосновать простейшие правила нахождения первообразных и линейность неопределенного интеграла.
2.1. Первообразная суммы функций 
При вычислении первообразных следует использовать таблицу из первого урока и руководствоваться следующими основными правилами. 

Правило 1. Если 
[image: image10.wmf]()
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 есть первообразная для функции 
[image: image11.wmf]()
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,

 а 
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 — первообразная для функции 
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,

 то 
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 есть первообразная для функции 
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Доказательство. Действительно, так как 
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Пример 1. По таблице одна из первообразных для функции 
[image: image19.wmf]cos
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 есть 
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 а для функции 
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[image: image22.wmf]tg

x

.

 Так как 
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, то одна из первообразных для функции 
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2

cos1

cos

x

x

+

 есть 
[image: image25.wmf]sintg
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Вопрос. Как найти одну из первообразных для функции 
[image: image26.wmf]cossin

xx

+

?
2.2. Первообразная функции 
[image: image27.wmf]()
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В этом пункте рассмотрим следующее правило. 

Правило 2. Если 
[image: image28.wmf]()

Fx

 — первообразная для функции 
[image: image29.wmf]()
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 и 
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 — постоянная, то функция 
[image: image31.wmf]()
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 есть первообразная для функции 
[image: image32.wmf]()
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.

 

Доказательство. Действительно, 
[image: image33.wmf](())()()
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 так как постоянный множитель можно выносить за знак производной. 

Пример 2. Так как одна из первообразных для функции 
[image: image34.wmf]4
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 есть 
[image: image35.wmf]5
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, то функция 
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 будет одной из первообразных для 
[image: image37.wmf]4
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Вопрос. Как найти одну из первообразных для функции 
[image: image38.wmf]2cos3sin
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2.3. Первообразная функции 
[image: image39.wmf]()
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В этом пункте рассмотрим следующее правило. 

Правило 3. Если 
[image: image40.wmf]()
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 — первообразная для функции 
[image: image41.wmf]()

ft

 и 
[image: image42.wmf]tkxa
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 — линейная функция, причем 
[image: image43.wmf]0
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 то 
[image: image44.wmf]1
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 есть первообразная для функции 
[image: image45.wmf]()
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Доказательство. Действительно, по правилу вычисления производной сложной функции имеем: 
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Пример 3. Найдем первообразную для функции 
[image: image47.wmf]sin(32)
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Положим 
[image: image48.wmf]32
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 Первообразная для функции 
[image: image49.wmf]sin

t

 есть 
[image: image50.wmf](cos)
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 По правилу 3 функция 
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 является первообразной для функции 
[image: image52.wmf]sin(32)
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Итак, функция 
[image: image53.wmf]1
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 является первообразной для функции 
[image: image54.wmf]()sin(32)

fxx
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Вопрос. Как найти одну из первообразных для функции 
[image: image55.wmf]cos2
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2.4. Первообразная сложной функции
Правило 3 допускает следующее обобщение. 

Правило 4. Если 
[image: image57.wmf]()

Ft

 — первообразная функция для функции 
[image: image58.wmf]()

ft

 и 
[image: image59.wmf]()
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 — дифференцируемая функция, то 
[image: image60.wmf](())
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 — первообразная для функции 
[image: image61.wmf](())()
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Доказательство. По правилу вычисления производной сложной функции имеем: 
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Но 
[image: image63.wmf]()()

Ftft

¢

=.

 Следовательно, 
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Пример 4. 
[image: image65.wmf]ln
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 — первообразная функция для функции 
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 и 
[image: image67.wmf]sin
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 — функция, имеющая производную 
[image: image68.wmf](sin)cos
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. По правилу 4 
[image: image69.wmf]lnsin
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 есть первообразная для функции 
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.
Вопрос. Как доказать, что 
[image: image71.wmf]sin
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 – первообразная для функции 
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2.5. Два свойства неопределенного интеграла
Пусть 
[image: image73.wmf]()

Fx

 — первообразная для функции 
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,

 
[image: image75.wmf]()

Gx

 – первообразная для функции 
[image: image76.wmf]()
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.

 Правило 1 показывает, что складывая различные первообразные 
[image: image77.wmf]1

()

FxC

+

 для функции 
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 и различные первообразные 
[image: image79.wmf]2
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 для функции 
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,

 мы будем получать первообразные 
[image: image81.wmf]3
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 для функции 
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 где 
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 Нетрудно видеть, что любое значение постоянной 
[image: image84.wmf]3
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 можно получить подбором постоянных 
[image: image85.wmf]1

C

 и 
[image: image86.wmf]2
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Таким образом, складывая всевозможные первообразные для функций 
[image: image87.wmf]()
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 и 
[image: image88.wmf]()

gx

,

 мы получим всевозможные первообразные для функции 
[image: image89.wmf]()()
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 Это правило записывают в виде 


[image: image90.wmf](()())()()

fxgxdxfxdxgxdx

+=+

òòò


и кратко формулируют так: 

неопределенный интеграл от суммы двух функций равен сумме интегралов слагаемых. 

Аналогично показывается, что при умножении на число 
[image: image91.wmf]0
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 всевозможных первообразных для функции 
[image: image92.wmf]()
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 мы получим всевозможные первообразные для функции 
[image: image93.wmf]()

kfx
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 Это правило записывают в виде 
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и кратко формулируют так: 

постоянный множитель можно выносить за знак неопределенного интеграла. 
Если 
[image: image95.wmf]0
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, то как мы знаем, производная равна нулю только для постоянной функции, и 
[image: image96.wmf]0
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 равен множеству всех постоянных функций. 
Пример 5. 
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Вопрос. Как вычислить 
[image: image98.wmf]2
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?
Мини-исследование.

В пункте 2.5 сформулированы и обоснованы свойства интеграла, получающиеся применением правил 1 и 2 для первообразных. Выведем свойства неопределенного интеграла, получающиеся из правил 3 и 4.

1) Пусть 
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2) Пусть 
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, и 
[image: image103.wmf]()
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 – дифференцируемая на некотором промежутке функция, причем определена сложная функция 
[image: image104.wmf](())
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. Докажите, что на этом промежутке 
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. Почему формула из 1) является частным случаем полученной формулы?

3) Используя формулу из 1), легко вычислить 
[image: image106.wmf]22
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Найдите, чему равен неопределенный интеграл 
[image: image108.wmf]22
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4) Воспользовавшись формулой 
[image: image109.wmf]2
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, получите, что
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Найдите, чему равен неопределенный интеграл 
[image: image111.wmf]22
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. Проверьте результат непосредственным дифференцированием.

Добавьте полученные первообразные в таблицу из пункта 1.5.

Мини-исследование.


Если функции 
[image: image112.wmf]()
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 и 
[image: image113.wmf]()
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 дифференцируемы на данном промежутке, то справедлива следующая формула производной произведения этих функций:
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1) Пусть функция 
[image: image115.wmf]()()
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 имеет первообразную на данном промежутке. Докажите, что тогда функция 
[image: image116.wmf]()()
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 тоже имеет производную на данном промежутке, и справедлива формула
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Эта формула носит название формулы интегрирования по частям.


2) Пусть первообразную на данном промежутке имеет функция 
[image: image118.wmf]()()
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. Как тогда формулируется правило интегрирования по частям?


3) Вычислите неопределенные интегралы 
[image: image119.wmf]sin
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 и 
[image: image120.wmf]cos
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4) Как найти 
[image: image121.wmf]()()

fxgxdx

¢¢

×

ò

? Какие условия следует наложить на функции 
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 и 
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5) Попробуйте получить обобщенную формулу интегрирования по частям для нахождения 
[image: image124.wmf]()
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.
Проверь себя. Правила нахождения первообразных
Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.

Первообразной 
[image: image125.wmf]()
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 функции 
[image: image126.wmf]()63
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(Правильный вариант: 4)

Множество всех первообразных функции 
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 задается следующей формулой:
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(Правильный вариант: 2)

Множество всех первообразных функции 
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 задается следующей формулой:
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(Правильный вариант: 3)

Неопределенный интеграл от функции 
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()

x

fxe

=

 задается следующей формулой:
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4. 
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(Правильный вариант: 2)

Неопределенный интеграл от функции 
[image: image163.wmf]2

()

1

x

fx

x

=

-

 задается следующей формулой:
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3. 
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(Правильный вариант: 1)

Проверь себя. Правила нахождения первообразных
Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.

Первообразной функции 
[image: image172.wmf]1
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 является функция 
[image: image173.wmf]()
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3. 
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4. 
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(Правильные варианты: 1, 4)

Неопределенный интеграл от функции 
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 задается следующей формулой:
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(Правильные варианты: 2, 3)

Неопределенный интеграл от функции 
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 задается следующей формулой:
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(Правильные варианты: 2, 4)

Домашнее задание

1. Найдите первообразную для функции 
[image: image200.wmf]()
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[image: image209.wmf]2

3

()

sin5

fx

x

=;

 

и) 
[image: image210.wmf]1

()

21

fx

x

=;

-

 

к) 
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2. Найдите общий вид первообразных для функции:
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3. Для функции 
[image: image215.wmf]()
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 найдите первообразную 
[image: image216.wmf]()
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, принимающую заданное значение при указанном значении 
[image: image217.wmf]x
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4*. Найдите 
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Словарь терминов

Правила нахождения первообразных:
Правило 1. Если 
[image: image231.wmf]()

Fx

 есть первообразная для функции 
[image: image232.wmf]()

fx

,

 а 
[image: image233.wmf]()
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 — первообразная для функции 
[image: image234.wmf]()

gx

,

 то 
[image: image235.wmf]()()

FxGx

+

 есть первообразная для функции 
[image: image236.wmf]()()

fxgx
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Правило 2. Если 
[image: image237.wmf]()

Fx

 — первообразная для функции 
[image: image238.wmf]()

fx

 и 
[image: image239.wmf]k

 — постоянная, то функция 
[image: image240.wmf]()

kFx

 есть первообразная для функции 
[image: image241.wmf]()

kfx
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Правило 3. Если 
[image: image242.wmf]()

Ft

 — первообразная для функции 
[image: image243.wmf]()

ft

 и 
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 — линейная функция, причем 
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 то 
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 есть первообразная для функции 
[image: image247.wmf]()
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Правило 4. Если 
[image: image248.wmf]()
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 — первообразная функция для функции 
[image: image249.wmf]()
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 и 
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 — дифференцируемая функция, то 
[image: image251.wmf](())
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 — первообразная для функции 
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Неопределенный интеграл. Множество всех первообразных для функции 
[image: image253.wmf]()

fx

,

 определенной на некотором промежутке, называется неопределенным интегралом от функции 
[image: image254.wmf]()

fx

 и записывается в виде 
[image: image255.wmf]()

fxdx
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. Если известна какая-либо одна из первообразных функций 
[image: image256.wmf]()
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 для функции 
[image: image257.wmf]()

fx

,

 то по определению неопределенного интеграла имеем: 
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где 
[image: image259.wmf]C

 — произвольная постоянная. 
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