(Класс 11, модуль XI, урок 1)

Урок 1. Периодические функции, определенные на всей числовой оси
План урока
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 1.1. Всюду определенные периодические функции
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 1.2. Основной период
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 1.3. Основной период некоторых функций
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 Тесты
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 Домашнее задание

Цели урока:

на основе известных сведений о периодичности известных тригонометрических функций определить понятие всюду определенной  периодической функции; будут также рассмотрены функции, обладающие наименьшим положительным периодом, которые особенно важны для приложений.

1.1. Всюду определеннее периодические функции

Важнейшей особенностью тригонометрических функций является их периодичность. Рассмотрим сначала функции, определенные на всей числовой оси. К ним относятся, например, 
sin x,

cos x,

sin (3x ( 1),

cos πx,

sin (2,1x) ( cos (1,2x).

Функция f(x), определенная на всей числовой оси, называется периодической, если существует такое число T ≠ 0, что для всех значений x выполняется равенство

f(x + T) = f(x). 



Число T с этими свойствами называется периодом функции f(x).

Заменяя x в равенстве (1) на (x – T), получим также равенство

f(x ( T) = f(x)

для всех значений x.

Таким образом, если T – период функции f(x), то число ((T) ( тоже период. Поэтому рассматривают как положительные, так и отрицательные периоды.

Пример 1. Функция f(x) = 1 определена на всей числовой оси. Возьмем, например, число T = 2. Так как при любом значении аргумента функция f(x) принимает значение 1, то для всех значений x выполняется равенство

f(x + 2) = f(x),

Аналогично, если в этом примере вместо T = 2 взять любое другое число 
T ≠ 0, то для всех значений x будем иметь равенство 

f(x + T) = 1 = f(x).

Следовательно, функция 

f(x) = 1

является периодической, и каждое число T ≠ 0 является периодом этой функции.

1.2. Основной период

Пример функции f(x) = 1, показывает, что не всякая периодическая функция имеет наименьший положительный период.

В том случае, когда периодическая функция имеет наименьший положительный период, такой период называется основным периодом.
Для тригонометрических функций верна следующая теорема.

Теорема. Функции sin x и cos x обладают основным периодом, равным 2π.

Доказательство. Подробно рассмотрим функцию sin x. Функция sin x определена на всей числовой оси. Как уже отмечалось, для всех значений x выполняется равенство:

sin (2π + x) = sin x.

Поэтому остается доказать, что положительное число, меньшее 2π, не может быть периодом для sin x.

Пусть T ( некоторый положительный период синуса. Тогда 

sin (x + T) = sin x
при любом x. При x = 
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 это равенство имеет вид
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Следовательно,

cos T = 1.

При положительном T это равенство выполняется лишь при T = 2π, 
T = 2 ( (2π), T = 3∙( (2π) и так далее. Наименьшим из таких чисел является число T = 2π. Поэтому основной период функции sin x, определенной на всей числовой оси, равен 2π.

1.3. Основной период некоторых функций

По основным периодам функций sin x и cos x можно находить основные периоды некоторых других функций.

Пример 2. Найти основной период функции sin 2x.

Пусть T ( период функции sin 2x. Тогда при подстановке вместо x числа x + T значение функции должно сохраняться. Следовательно, 

sin 2(x + T) = sin 2x.
Отсюда 

sin (2x + 2T) = sin 2x.

Полагая 2x = z, получим,

sin (z + 2T) = sin z
для всех z. Но наименьший положительный период синуса равен 2π. Поэтому из равенства 2T = 2π получим наименьший положительный период 

T = π функции sin 2x.

Мини-исследование

Для того, чтобы установить периодичность некоторой всюду определенной функции 
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 при любом действительном значении 
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Предлагается на примерах функций
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найти несколько способов доказательства того, что некоторая функция не является периодической 
Проверь себя. Периодические функции, определенные на всей числовой оси
Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.

Чему равен основной период функции 
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1. 6π
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2. 2π
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3. 
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(Правильный вариант: 4)

Чему равен основной период функции 
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1. 8π
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2. 4π
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3. 
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4. 
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Чему равен основной период функции 
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1. 6π
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2. 3π
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3. 
[image: image34.wmf]3

2

π


[image: image35.wmf]·

4. 
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Чему равен основной период функции 
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1. 8π
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2. 4π
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3. 
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4. 
[image: image43.wmf]2

1

π

(Правильный вариант: 1)

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.

Найдите, какие из функций имеют основной период T=π.
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4. 
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(Правильные варианты: 1, 2)

Найдите, какие из функций имеют основной период T=
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1. 
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4. 
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(Правильные варианты: 1, 3)

Найдите, какие из функций имеют основной период T=4π.
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(Правильные варианты: 3, 4)

Найдите, какие из функций имеют основной период T=3π.
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(Правильные варианты: 3, 4)

Домашнее задание

1. Найдите основной период функции:

а) sin 
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е) sin 
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x;

ж) cos (3π x ( 1). 

2. Докажите, что π ( основной период функции cos2x.

3. Приведите пример таких функций f(x) и g(x), что каждая из них имеет основной период T, а сумма f(x) + g(x) имеет меньший основной период.

4. Докажите, что функция f(x) = x не является периодической.

5. Докажите, что функция f(x) = 
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 не является периодической.

6. Напомним, что через [x] обозначается целая часть числа x.

Докажите, что функция 

f(x) = x ( [x], 

определенная на всей числовой оси, является периодической.

Словарь терминов

Периодическая всюду определенная функция. Определенная всюду  функция 
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 называется периодической, если существует число 
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при всех действительных 
[image: image85.wmf]x

.

Период функции. Число 
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 из определения периодической функции называется ее периодом.
Основной период. Наименьший положительный период периодической функции.
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