(Класс 11, модуль XII, урок 1) 

Теоретические основы площади и объема
Урок 1. Элементарные фигуры на плоскости
План урока
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 1.1. Общие представления о площади
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 1.2. Понятие палетки
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 1.3. Элементарные фигуры и их площадь
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 1.4. Свойства площади для элементарных фигур
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 Домашнее задание
Цели урока: 
На этом уроке начинают рассматриваться общие подходы к определению площадей и объемов, берущих начало еще в античные времена и составляющих основу современных представлений теории меры. После формулировки основных свойств площади определяются элементарные фигуры и их площадь. Теоретический материал иллюстрируется наглядными примерами и задачами. 
1.1. Общие представления о площади
В младших классах вы познакомились с основными свойствами площади плоских фигур. Напомним сейчас эти свойства, так как они чрезвычайно важны для понимания дальнейшего изложения. Площадью называется неотрицательная числовая характеристика фигур на плоскости, для которой выполнены следующие свойства. 
1. Равные фигуры имеют равные площади. 
2. Если какая-нибудь фигура составлена из нескольких частей, не имеющих общих внутренних точек, то площадь всей фигуры равна сумме площадей составляющих ее частей.
3. Единицей площади считается площадь квадрата со стороной, равной единице длины. 
С этими свойствами связан целый ряд принципиальных вопросов, с давних пор привлекавших внимание математиков: можно ли приписать определенную площадь каждой плоской фигуре, не нарушая свойств 1–3, сколькими способами это можно сделать, как указать простые формулы для вычисления площадей тех или иных классов фигур и так далее. Эти вопросы оказались настолько трудными и так тесно связанными с основаниями математики, что ответы на них получены сравнительно недавно — в начале XX века, хотя они интенсивно исследовались с незапамятных времен. В частности, еще античными учеными было показано, что простейшие геометрические фигуры – прямоугольники, параллелограммы, треугольники и трапеции — имеют площади, а также установлены известные формулы для их площадей. Вывод этих формул изучался ранее. 

1.2. Понятие палетки

Простейшим инструментом для приближенного измерения площадей является палетка, т. е. равномерная сетка из одинаковых квадратов. Сетку накладывают на измеряемую фигуру и считают число квадратов, полностью поместившихся внутри фигуры (рис. 1). Сумма площадей этих квадратов является приближенным значением искомой площади с недостатком. Если же подсчитать, сколько квадратов имеют с данной фигурой общие точки, то получится приближенное значение площади с избытком. Разность между
этими приближениями дает оценку погрешности измерения. Когда погрешность слишком велика, берут палетку с более мелким шагом и снова повторяют процедуру измерения площади. Так действуют до тех пор, пока погрешность не достигнет приемлемых значений. 

Вы уже знакомились ранее с этим методом на примерах измерения площадей треугольников, многоугольников, кругов и других фигур. Оказывается, что такой подход является универсальным. Он пригоден для общего определения измеримых фигур и строгого обоснования всех свойств площади. Мы переходим теперь от рассмотрения конкретных примеров к систематическому изложению соответствующих понятий. 

Пусть на плоскости задана прямоугольная система координат. Через каждую точку оси 
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 с координатой 
[image: image8.wmf]xm

=

 
[image: image9.wmf]()

mZ

Î

 проведем прямую, параллельную оси 
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. Аналогично, через каждую точку оси 
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 с координатой 
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 проведем прямую, параллельную оси 
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. В результате вся плоскость покроется сетью одинаковых квадратов единичной площади (рис. 2). Эту сеть будем называть сетью нулевого ранга. Иногда такую сеть квадратов называют палеткой нулевого ранга, связанной с заданной прямоугольной системой координат, сокращенно палеткой нулевого ранга. 

Если проводить соответствующие прямые через точки с координатами 
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, то получится сеть с более мелким шагом: каждый из квадратов сети нулевого ранга разделится на четыре равных квадрата площади 
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 (рис. 3). Эту сеть назовем сетью первого ранга или палеткой первого ранга. 

Вообще, для всякого целого 
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 определим сеть ранга 
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 следующим образом. Через точки оси 
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 с координатами 
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 проведем прямые, параллельные оси 
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, а через точки оси 
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 с координатами 
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 —  прямые, параллельные оси 
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. Сторона любого квадрата этой сети равна 
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, а площадь - 
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Особо отметим, что при переходе от сети ранга 
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 к сети ранга 
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 каждый квадрат делится на четыре одинаковых меньших квадратика. 

Говоря о "квадрате сети ранга 
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", мы имеем в виду соответствующий замкнутый квадрат, то есть часть плоскости, ограниченную контуром квадрата, включая сам этот контур. 

1.3. Элементарные фигуры и их площадь

Легко найти площадь любой фигуры, составленной из квадратов сети ранга 
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. Достаточно сосчитать число таких квадратов и умножить его на 
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 — площадь одного квадрата 
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-го ранга. Это обстоятельство является основанием для следующего определения.

Элементарной фигурой (ранга 
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) называется объединение конечного числа квадратов сети ранга 
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. Площадь (или мера) элементарной фигуры равна сумме площадей составляющих ее квадратов.
В дальнейшем площадь элементарной фигуры 
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 будем обозначать через 
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Одну и ту же элементарную фигуру можно составлять из квадратов разного ранга. Пусть, например, фигура 
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 составлена из 
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 квадратов 
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-го ранга. Следовательно, ее площадь 
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 равняется 
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. Разделим каждый квадрат ранга 
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 на 4 квадрата ранга 
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 (рис. 4). Получится разложение той же самой фигуры 
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 в объединение 
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 квадратов ранга 
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, однако площадь при этом никак не изменится, поскольку 
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Точно так же, если разделить каждый квадрат ранга 
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 на 
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 квадратиков ранга 
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, то получится разложение фигуры 
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 в объединение 
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. Сумма их площадей снова равняется 
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Таким образом, всякая элементарная фигура ранга 
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 одновременно является элементарной фигурой ранга 
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, причем значение площади не зависит от того, какой ранг ей приписан. Именно поэтому точное значение ранга 
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несущественно, и мы часто будем его опускать, говоря просто об "элементарных фигурах". 


Пустое множество также удобно считать элементарной фигурой (любого ранга), площадь которой равна нулю. 

1.4. Свойства площади для элементарных фигур


Площадь элементарных фигур обладает свойствами 1–3, перечисленными в начале этого параграфа. В доказательстве нуждается только свойство 2. 


Пусть 
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 и 
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 — элементарные фигуры рангов 
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 и 
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 соответственно. Положим 
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 и будем считать, что фигура 
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 составлена из 
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 квадратов, а 
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 — из 
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 квадратов ранга 
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. Если 
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 и 
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 не имеют общих внутренних точек, то в состав объединения 
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 входят 
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 квадратов ранга 
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. Значит, 
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Понятно, что доказанное свойство останется справедливым для любого конечного набора элементарных фигур. Это свойство играет принципиальную роль в теории меры, и его называют специальным термином — аддитивность. 


Непосредственно из определений вытекает, что если элементарная фигура 
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 содержит элементарную фигуру 
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. Это свойство называется монотонностью площади и в символической форме может быть записано так: 
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Таким образом, площадь элементарных фигур аддитивна и монотонна. 


 Очевидно, что теоретико-множественное объединение двух элементарных фигур всегда является элементарной фигурой. Однако для пересечений и разностей это уже не так. Поэтому нам придется определить пересечения и разности элементарных фигур специальным образом, чтобы они всегда оставались элементарными фигурами. 

Пусть 
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 и 
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 — элементарные фигуры. Не уменьшая общности, будем считать, что они имеют один и тот же ранг 
[image: image84.wmf]n

 (этого всегда можно добиться, переходя к наибольшему из рангов 
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 и 
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Элементарным пересечением фигур 
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 и 
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 назовем объединение 
всех квадратов 
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-го ранга, которые входят в состав той и другой 
фигуры одновременно.
Для обозначения элементарного пересечения 
будем использовать символ 
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Элементарной разностью фигур 
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 и 
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 назовем объединение всех 
квадратов 
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-го ранга, которые входят в состав 
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, но не входят в 
состав 
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. 
Элементарную разность будем обозначать как 
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Может оказаться, что пересечение или разность элементарных фигур окажется пустым множеством. Именно для того, чтобы эти операции всегда имели смысл, мы условились считать пустое множество элементарной фигурой. 


Нетрудно проверить, что для любых элементарных фигур справедливы формулы 
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Фигуры в правой части каждого из этих равенств не имеют общих внутренних точек. Отсюда и из свойства аддитивности площади элементарных фигур вытекает, что 
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В частности, если 
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Проверь себя. Элементарные фигуры на плоскости 
Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.

Элементарная фигура состоит из 8 квадратов палетки ранга 3. Сколько квадратов палетки ранга 5 составляют эту фигуру?
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(Правильный вариант: 3)
Элементарная фигура состоит из одного квадрата палетки ранга 0, из двух квадратов ранга 1, из трех квадратов ранга 2, причем ни один из квадратов не лежит внутри другого. Сколько квадратов палетки ранга 2 составляют эту фигуру?
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4. 27
(Правильный вариант: 4)
Элементарная фигура состоит из одного квадрата палетки ранга 0, из одного квадрата ранга 1, одного квадрата ранга 2, одного квадрата ранга 3, одного квадрата ранга 4, одного квадрата ранга 5 причем ни один из квадратов не лежит внутри другого. Сколько квадратов палетки ранга 5 составляют эту фигуру?
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(Правильный вариант: 3)

Сколько квадратов сети ранга 
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, где 
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 - натуральное число, имеют общие точки с контуром квадрата нулевого ранга? 
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(Правильный вариант: 4)
Проверь себя. Элементарные фигуры на плоскости
Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа
.

Для каких из указанных значений 
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 существует элементарная фигура площади 
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(Правильные варианты: 1, 3)

Для каких из указанных значений 
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 существует элементарная фигура площади 
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(Правильные варианты: 1, 2, 4)
В каких из указанных случаев квадрат 
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 на координатной плоскости является элементарной фигурой? 
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(Правильные варианты: 1,  3)

В каких из указанных случаев прямоугольник 
[image: image156.wmf]ABCD

 на координатной плоскости является элементарной фигурой? 
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(Правильные варианты: 1,  2)

Домашнее задание

1. Для прямоугольника 
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, 
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 найдите элементарные фигуры 
[image: image170.wmf]N

 и 
[image: image171.wmf]K

 такие, что 
[image: image172.wmf]NM
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, 
[image: image173.wmf]KM
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, а модуль разности площадей фигур 
[image: image174.wmf]K

 и 
[image: image175.wmf]N

 меньше 0,01. 

2. Для прямоугольника 
[image: image176.wmf]M

 с вершинами 
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 найдите элементарные фигуры 
[image: image181.wmf]N

 и 
[image: image182.wmf]K

 такие, что

[image: image183.wmf]NM
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, 
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, а модуль разности площадей фигур 
[image: image185.wmf]K

 и 
[image: image186.wmf]N

 меньше 0,01. 

3. Для треугольника 
[image: image187.wmf]M

 с вершинами 
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 найдите элементарную фигуру 
[image: image191.wmf]N

 такую, что 
[image: image192.wmf]NM
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, а площадь фигуры 
[image: image193.wmf]N

 больше 1,8. 

4. Для треугольника 
[image: image194.wmf]M

 с вершинами 
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 найдите элементарную фигуру 
[image: image198.wmf]K

 такую, что 
[image: image199.wmf]KM
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, а площадь фигуры 
[image: image200.wmf]K

 меньше 3,2. 

5. Докажите, что если два прямоугольника являются элементарными фигурами и имеют общую сторону, то их объединение также прямоугольник, являющийся элементарной фигурой. 

6. Для трапеции 
[image: image201.wmf]M

 с вершинами 
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 найдите элементарные фигуры 
[image: image206.wmf]N

 и 
[image: image207.wmf]K

 такие, что 
[image: image208.wmf]NM
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, 
[image: image209.wmf]KM
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, а модуль разности площадей фигур 
[image: image210.wmf]K

 и 
[image: image211.wmf]N

 меньше 0,1. 

7. Для отрезка 
[image: image212.wmf]M

 с концами 
[image: image213.wmf](00)
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 и 
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 найдите элементарную фигуру 
[image: image215.wmf]K

 такую, что 
[image: image216.wmf]KM
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, а площадь фигуры 
[image: image217.wmf]K

 меньше 0,1. 

8. Докажите, что если 
[image: image218.wmf]F

 и 
[image: image219.wmf]G

 — элементарные фигуры, причем 
[image: image220.wmf]GF

Ì

 и 
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, то 
[image: image222.wmf]GF
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Словарь терминов
Палетка. Пусть на плоскости задана прямоугольная система координат и проведены прямые с уравнениями 
[image: image223.wmf]xm
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[image: image224.wmf]()
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, 
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[image: image226.wmf]()
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. В результате вся плоскость оказывается покрытой сетью одинаковых квадратов единичной площади. Эту сеть будем называть сетью нулевого ранга, или сокращенно палеткой нулевого ранга. 

Аналогично, если для всякого целого 
[image: image227.wmf]0
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 проведем прямые с уравнениями 
[image: image228.wmf]2
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[image: image231.wmf]()
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, то получим сеть квадратов ранга  
[image: image232.wmf]n

, или сокращенно палетку ранга  
[image: image233.wmf]n

.  

Элементарная фигура. Элементарной фигурой (ранга 
[image: image234.wmf]n

) называется объединение конечного числа квадратов сети ранга 
[image: image235.wmf]n

. Площадь (или мера) элементарной фигуры равна сумме площадей составляющих ее квадратов.

Аддитивность площади. 
[image: image236.wmf]k

. Если элементарные фигуры
[image: image237.wmf]F

 и 
[image: image238.wmf]G

 не имеют общих внутренних точек, то 


[image: image239.wmf]()()()
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Это свойство играет принципиальную роль в теории меры, и его называют специальным термином — аддитивность. 

Монотонность площади. 
Если элементарная фигура 
[image: image240.wmf]F

 содержит элементарную фигуру 
[image: image241.wmf]G

, то 
[image: image242.wmf]()()
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. Это свойство называется монотонностью площади и в символической форме может быть записано так: 



[image: image243.wmf]()()
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