(Класс 11, модуль XII, урок 1)
Теоретические основы площади и объема

Урок 3. Объемы тел в пространстве
План урока
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 3.1.  Элементарные фигуры в пространстве


[image: image2.wmf]·

 3.2.  Мера Жордана в пространстве
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 3.3. Свойства меры Жордана
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 3.4. Объем прямого цилиндра
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 Тесты
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 Домашнее задание

Цели урока:

На этом уроке рассматривается дальнейшее развитие представлений о теории меры для новых классов фигур в пространстве. Определяется измеримость по Жордану множеств точек трехмерного пространства, мера измеримых множеств, которая и называется объемом, изучаются свойства объема. Теоретический материал иллюстрируется наглядными примерами и задачами. 
3.1.  Элементарные фигуры в пространстве


Теория меры Жордана на плоскости, изложенная в предыдущих параграфах, почти дословно может быть перенесена на случай пространства, при этом получится теория объемов пространственных фигур (или тел). Поэтому мы не будем повторять здесь все подробности теории меры в пространстве, а ограничимся только кратким обзором основных моментов. 

Прежде всего отметим, что главная цель теории меры остается прежней — мы хотим определить неотрицательную числовую характеристику пространственных фигур (объем), для которой выполнены следующие свойства. 
 1. Объемы равных фигур равны. 

2. Если какая-нибудь фигура составлена из нескольких частей, не имеющих общих внутренних точек, то объем всей фигуры равен сумме объемов составляющих ее частей. 

3. Единицей объема считается объем куба со стороной, равной единице длины. 


Такой цели, вообще говоря, нельзя достичь, пытаясь определить объем для всех тел без исключения. Иными словами, не все тела оказываются измеримыми. Теория жордановой меры разъясняет, какие тела имеют объем и как его можно вычислить.

Как и на плоскости, исходным моментом теории меры в пространстве является понятие элементарной фигуры. 


Ведем в пространстве прямоугольную систему координат с осями 
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, 
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 и 
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. На каждой из координатных осей отметим все точки с координатами 
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) и проведем через них плоскости, параллельные двум другим осям. В результате получится бесконечная система равных кубов с ребрами длины 
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 и объемами, равными 
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. Эту систему называют пространственной сетью ранга 
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Элементарная фигура 
[image: image16.wmf]n

-го ранга — это объединение конечного набора кубов ранга 
[image: image17.wmf]n

. Кубы считаются замкнутыми, то есть каждому из них принадлежат не только внутренние точки, но и все точки граней и ребер. Как и в плоском случае, всякую элементарную фигуру ранга 
[image: image18.wmf]n

 можно считать фигурой любого большего ранга 
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, если разделить каждый из кубов 
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-го ранга на 
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 кубиков ранга 
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Объем элементарной фигуры 
[image: image23.wmf]n

-го ранга по определению равен сумме объемов составляющих ее кубов ранга 
[image: image24.wmf]n

. Понятно, что численное значение объема не зависит от того, чему считается равным ранг данной элементарной фигуры. 


Пустое множество считается элементарной фигурой (любого ранга), объем которой равен нулю. 


Объем элементарной фигуры 
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 будем обозначать через 
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Объем элементарных фигур обладает свойствами аддитивности и монотонности. Аддитивность — это краткое название свойства 2, сформулированного в начале параграфа. Монотонность же означает, что если элементарная фигура 
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 содержится в другой элементарной фигуре 
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, то 
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. Проверка этих свойств без труда осуществляется при помощи определения. 

3.2.  Мера Жордана в пространстве


Пусть 
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 — произвольное геометрическое тело в пространстве. Для всякого натурального 
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 составим две элементарные фигуры 
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 рангов 
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 по правилам: 
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 образована всеми кубами 
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-го ранга, целиком содержащимися в 
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, а 
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 — всеми кубами ранга 
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, имеющими с 
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 хотя бы по одной общей точке. Понятно, что 
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С увеличением номера 
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 фигура 
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 может только расшириться, а 
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 — только сузиться: 
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Отсюда и из монотонности меры элементарных фигур вытекает, что 
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По теореме о пределе монотонных последовательностей существуют пределы 
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Аналогично тому, как и на плоскости, число 
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 называют внутренней мерой, число 
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 - внешней мерой фигуры 
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.
Фигура 
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 пространства называется измеримой (по Жордану), если 
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Если значения 
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 не совпадают, то такая фигура считается неизмеримой. 


Для измеримой фигуры 
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 общее значение 
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 называется пространственной мерой Жордана фигуры 
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Меру Жордана пространственной фигуры чаще всего называют объемом этой фигуры. 


Объем измеримой фигуры 
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 обозначается тем же символом 
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, что и объемы элементарных фигур. 


Непосредственно из определения вытекает монотонность объема: если 
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 измеримы и 
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Для доказательства существования объемов у тех или иных тел и для вычисления приближенных значений объемов можно пользоваться таким же критерием измеримости, что и в плоском случае.
Для измеримости тела 
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 необходимо и достаточно, чтобы для всякого 
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 существовали такие измеримые тела 
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При выполнении этого критерия числа 
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 будут приближенными значениями 
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 снизу и сверху соответственно с погрешностью, меньшей 
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В частности, если имеются две последовательности 
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 измеримых тел, для которых выполнены условия 
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то тело 
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 измеримо, причем 
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3.3. Свойства меры Жордана


Применение обычных теоретико-множественных операций не выводит за пределы класса измеримых тел.
Объединение, пересечение и разность измеримых тел являются измеримыми телами. 


Кроме того, объем обладает аддитивным свойством.
Если измеримые тела 
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 и 
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 не имеют общих внутренних точек, то 
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Как и в плоском случае, отсюда вытекают следующие свойства. 

Пусть 
[image: image85.wmf]F

 и 
[image: image86.wmf]G

 измеримы, причем 
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Если 
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 и 
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 — произвольные измеримые тела, то 
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Наконец, если два тела равны, то измеримость одного из них влечет измеримость другого, причем их жордановы меры совпадают. 


Таким образом, мера Жордана в пространстве обладает свойствами 1–3, приведенными в начале урока. 

3.4. Объем прямого цилиндра


Покажем, как с помощью установленных свойств измеримых тел вывести формулу для вычисления объема цилиндра 
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, основанием которого является произвольная измеримая плоская фигура 
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, а образующие — отрезки длины 
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, перпендикулярные плоскости основания. 


Рассмотрим элементарные фигуры 
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 ранга 
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, для которых выполнены включения 
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. Так как фигура 
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 измерима, то 
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Пусть теперь 
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 — прямой цилиндр высоты 
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, основанием которого является элементарная фигура 
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. Нетрудно понять, что этот цилиндр составлен из одинаковых параллелепипедов высоты 
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, основаниями которых являются квадраты ранга 
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, составляющие элементарную фигуру 
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. Объем каждого такого параллелепипеда равен площади соответствующего квадрата, умноженной на высоту 
[image: image109.wmf]h

. Складывая объемы всех параллелепипедов, составляющих цилиндр 
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Аналогично, рассмотрев прямой цилиндр 
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 с основанием 
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Итак, имеются две последовательности 
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 измеримых тел, обладающие свойствами 
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Следовательно, цилиндр 
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 также является измеримым телом, причем 
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В итоге получилось следующее правило.

Объем прямого цилиндра, в основании которого лежит измеримая плоская фигура, равен произведению площади основания и высоты этого цилиндра. 

Мини-исследование

Предлагается доказать формулу 
[image: image122.wmf]1
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 объема правильной пирамиды, площадь основания которой равна S и высота равна H, по следующей схеме.


1. Для каждого натурального числа 
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  рассмотреть 
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 плоскостей, которые параллельны основанию пирамиды и делят высоту на 
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 равных частей.


2. Каждую часть пирамиды, заключенную между двумя из соседних проведенных плоскостей, ограничить с двух сторон прямыми призмами так, чтобы одна из призм содержала рассматриваемую часть и была наименьшей из таких призм, а другая – содержалась внутри рассматриваемой части пирамиды и была наибольшей.

3. Составить суммы 
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 объемов для внутренних и 
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 для внешних призм.

4. Показать, что 
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, откуда будет следовать измеримость рассматриваемого тела. 


5. Вычислить 
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, и тем самым получить формулу объема правильной пирамиды.


6. Выяснить, для каких еще видов пирамид возможны аналогичные рассуждения. 
Проверь себя. Степень с рациональным показателем
Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.

Чему равен объем прямого кругового цилиндра с радиусом основания 6 и высотой 2?
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(Правильный вариант: 3)

Чему равен объем прямого кругового конуса с радиусом основания 2 и высотой 6?
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(Правильный вариант: 2)

Чему равен объем шара с радиусом 6?
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(Правильный вариант: 3)

Чему равен объем правильного тетраэдра с ребром 6?
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(Правильный вариант: 1)

 Проверь себя. Степень с рациональным показателем
Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа

.

В каких из указанных случаев прямоугольный параллелепипед 
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 в координатном пространстве является элементарной фигурой? 
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(Правильные варианты: 1)

В координатном пространстве фигуру 
[image: image171.wmf]G

 получают из элементарной фигуры 
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 параллельным переносом, который задается вектором 
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. В каких из указанных случаев фигура 
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 является элементарной фигурой, если: 
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(Правильные варианты: 1, 2)

В координатном пространстве фигуру 
[image: image183.wmf]G

 получают из элементарной фигуры 
[image: image184.wmf]F

 симметрией относительно плоскости 
[image: image185.wmf]a

. В каких из указанных случаев фигура 
[image: image186.wmf]G

 является элементарной фигурой, если плоскость 
[image: image187.wmf]a

 имеет уравнение: 
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(Правильные варианты: 1, 2, 4)

В координатном пространстве фигуру 
[image: image196.wmf]G

 получают из элементарной фигуры 
[image: image197.wmf]F

 симметрией относительно точки 
[image: image198.wmf]A

. В каких из указанных случаев фигура 
[image: image199.wmf]G

 является элементарной фигурой, если: 
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(Правильные варианты: 1, 2, 4)

Домашние задачи

1. Докажите, что отрезок в пространстве имеет нулевой объем. 
2. Докажите, что точка в пространстве имеет нулевой объем. 
3. Основанием пирамиды 
[image: image208.wmf]SABC

 является прямоугольный треугольник 
[image: image209.wmf]ABC

 с катетами 
[image: image210.wmf]3
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, 
[image: image211.wmf]4
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. Известно, что 
[image: image212.wmf]3
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[image: image213.wmf]2
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[image: image214.wmf]SCx
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. Найдите, при каком значении 
[image: image215.wmf]x

 объем пирамиды достигает наибольшей величины.
4. В кубе 
[image: image216.wmf]1111

ABCDABCD

 с ребром 1 точка 
[image: image217.wmf]M

 — середина ребра 
[image: image218.wmf]AB

, точка 
[image: image219.wmf]N

 — середина ребра 
[image: image220.wmf]11

BC

. Через прямые 
[image: image221.wmf]1

BM

 и 
[image: image222.wmf]BN

 проведены параллельные плоскости. Найти объем части куба, содержащейся между этими плоскостями.
5. В основании правильной треугольной призмы 
[image: image223.wmf]111

ABCABC

 лежит равносторонний треугольник 
[image: image224.wmf]ABC

 со стороной 4. Найдите объем призмы, если известно, что прямые 
[image: image225.wmf]1

AB

 и 
[image: image226.wmf]1

CA

 перпендикулярны.
6. В основании треугольной пирамиды 
[image: image227.wmf]SABC

 лежит прямоугольный треугольник 
[image: image228.wmf]ABC

 с катетами 
[image: image229.wmf]2
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[image: image230.wmf]4
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, боковые ребра пирамиды равны 4. На луче 
[image: image231.wmf]CA

 выбраны точки 
[image: image232.wmf]M

 и 
[image: image233.wmf]N

 так, что 
[image: image234.wmf]1
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, 
[image: image235.wmf]6
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; на луче 
[image: image236.wmf]BS

 выбраны точки 
[image: image237.wmf]P

 и 
[image: image238.wmf]Q

 так, что 
[image: image239.wmf]2
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, 
[image: image240.wmf]5
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. Найдите объем пирамиды 
[image: image241.wmf]MNPQ

.
7. В основании пирамиды 
[image: image242.wmf]ABCD

 лежит треугольник 
[image: image243.wmf]ABC

 со сторонами 
[image: image244.wmf]4
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, 
[image: image245.wmf]8
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. Найдите объем пирамиды, если известно, что существует сфера, касающаяся ребер основания, а прямая 
[image: image246.wmf]CD

 касается этой сферы в точке 
[image: image247.wmf]D

 и перпендикулярна основанию.
8. В правильной четырехугольной пирамиде 
[image: image248.wmf]SABCD

 с вершиной 
[image: image249.wmf]S

 через середины ребер 
[image: image250.wmf]AB

, 
[image: image251.wmf]AD

 и 
[image: image252.wmf]SC

 проведено сечение. Известно, что площадь сечения равна 
[image: image253.wmf]22

, а плоскость сечения образует с плоскостью основания 
[image: image254.wmf]ABCD

 угол в 
[image: image255.wmf]45

o

. Найдите объем данной пирамиды. 

Словарь терминов
Палетка. Пусть в пространстве задана прямоугольная система координат и проведены плоскости с уравнениями 
[image: image256.wmf]xm
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. В результате все пространство оказывается заполненным сетью одинаковых кубов единичного объема. Эту сеть будем называть сетью нулевого ранга, или сокращенно палеткой нулевого ранга. 

Аналогично, если для всякого целого 
[image: image262.wmf]0
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 проведем плоскости с уравнениями 
[image: image263.wmf]2
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[image: image268.wmf]()
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. то получим сеть квадратов ранга  
[image: image269.wmf]n

, или сокращенно палетку ранга  
[image: image270.wmf]n

.  


Элементарная фигура. Элементарной фигурой (ранга 
[image: image271.wmf]n

) в пространстве называется объединение конечного числа кубов сети ранга 
[image: image272.wmf]n

. Объем (или мера) элементарной фигуры равна сумме площадей составляющих ее квадратов.

Внутренняя мера. Пусть 
[image: image273.wmf]F

 — произвольная ограниченная геометрическая фигура в пространстве. Для всякого натурального 
[image: image274.wmf]n

 составим элементарную фигуру 
[image: image275.wmf]n

F
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 ранга 
[image: image276.wmf]n

, которая  образована всеми кубами 
[image: image277.wmf]n

-го ранга, целиком содержащимися в 
[image: image278.wmf]F

. Тогда  числовая последовательность 
[image: image279.wmf]()
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 не убывает и ограничена сверху, а поэтому  существует предел 
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, который называется внутренней мерой фигуры 
[image: image281.wmf]F

.

Внешняя мера. Пусть 
[image: image282.wmf]F

 — произвольная ограниченная геометрическая фигура в пространстве. Для всякого натурального 
[image: image283.wmf]n

 составим элементарную фигуру 
[image: image284.wmf]n
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 ранга 
[image: image285.wmf]n

, которая  образована всеми кубами 
[image: image286.wmf]n

-го ранга, имеющими с 
[image: image287.wmf]F

 хотя бы по одной общей точке. Тогда  числовая последовательность 
[image: image288.wmf]()
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 не возрастает и ограничена снизу, а поэтому  существует предел
[image: image289.wmf]''()lim()
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, который называется внешней мерой фигуры 
[image: image290.wmf]F

.

Измеримая по Жордану фигура в пространстве. Фигура 
[image: image291.wmf]F

 пространства называется измеримой по Жордану, если его внутренняя мера равна внешней мере, то есть 
[image: image292.wmf]'()''()
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. 

Мера Жордана фигуры в пространстве. Для измеримой фигуры 
[image: image293.wmf]F

 общее значение 
[image: image294.wmf]'()

VF

 и 
[image: image295.wmf]''()

VF

 называются мерой Жордана фигуры 
[image: image296.wmf]F

. Меру Жордана пространственной фигуры чаще всего называют объемом этой фигуры.


Аддитивность объема. Если фигуры
[image: image297.wmf]F

 и 
[image: image298.wmf]G

 в пространстве не имеют общих внутренних точек, то 


[image: image299.wmf]()()()
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Это свойство играет принципиальную роль в теории меры, и его называют специальным термином — аддитивность. 


Монотонность площади. 
Если фигура 
[image: image300.wmf]F

 в пространстве содержит элементарную фигуру 
[image: image301.wmf]G

, то 
[image: image302.wmf]()()
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. Это свойство называется монотонностью объема и в символической форме может быть записано так: 
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