(Класс 11, модуль XIII, урок 1)

Урок 1. Площадь криволинейной трапеции

План урока
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 1.1. Криволинейная трапеция и определенный интеграл
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 1.2. Метод исчерпывания
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 1.3. Интегральные суммы и определенный интеграл


[image: image4.wmf]·

 Тесты
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 Домашнее задание

Цели урока: 
На основе площадей плоских фигур рассмотреть сначала понятие определенного интеграла для функции, принимающей неотрицательные значения, а затем обобщить на случай и других функций.

1.1. Криволинейная трапеция и определенный интеграл


В координатной плоскости можно определить площадь фигур, которые называются криволинейными трапециями. В основном мы будем рассматривать криволинейные трапеции с непрерывной границей.

(Вставка рис. 1)
Пусть функция f(x) непрерывна на отрезке [a;b] и принимает на этом отрезке положительные значения за исключением, быть может, конечного множества точек. Проведем прямые x = a, x = b и отметим их точки пересечения с осью Ox и графиком функции f(x), как указано на рисунке 1. Замкнутая фигура, ограниченная отрезками AB, BC, CD и дугой AD графика, называется криволинейной трапецией с границей  f(x).

Если криволинейная трапеция имеет площадь, то функцию 
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 называют интегрируемой на промежутке 
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, а саму эту площадь называют определенным интегралом по промежутку 
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Вопрос: Как доказать, что для функции 
[image: image11.wmf]23
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 существует определенный интеграл по промежутку [4;5]?


(Предполагаемый ответ. В данном случае криволинейная трапеция представляет из себя обычную трапецию, и о существовании ее площади известно.)

1.2. Метод исчерпывания


Иногда площадь криволинейной трапеции удобно вычислять методом исчерпывания.

Пример 1. Рассмотрим на отрезке [1;a], где a>1, функцию 
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 и построим соответствующую криволинейную трапецию. Для каждого натурального n выполним следующие построения. Возьмем 
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 и отметим на оси Ox точки 
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 (рисунок 2).
Тогда 
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Рассмотрим теперь фигуру Fn, построенную из прямоугольников так, как указано на рисунке 3. Фигура Fn содержится в заданной криволинейной трапеции, а ее площадь можно вычислить как сумму площадей прямоугольников: 
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Далее рассмотрим фигуру Gn, построенную из прямоугольников так, как указано на рисунке 4. Фигура Gn содержит заданную криволинейную трапецию, и ее площадь также можно вычислить как сумму площадей прямоугольников: 
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Так как 
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Отсюда, на основании того, что при любом натуральном n данная криволинейная трапеция содержит фигуру Fn и содержится в фигуре Gn, площадь криволинейной трапеции определяют как число, равное 
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Напомним, что в восьмом классе мы проводили аналогичное рассуждение для криволинейной трапеции, ограниченной прямыми y = 0, x = 0, x = a и графиком функции 
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. В итоге было получено, что ее площадь равна 
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 при любом a > 0.

Вопрос. Как удобнее разбивать отрезок [0;1] на части при вычислении площади криволинейной трапеции, ограниченной графиком функции 
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 и изображенной на рисунке 5? (Сделать рис. 5)

(Предполагаемый ответ. В этом случае удобнее разбивать на равные части.) 
1.3. Интегральные суммы и определенный интеграл


Рассмотрим более общий случай.


Пусть непрерывная функция f(x) на отрезке [a;b] ограничивает криволинейную трапецию. Разобьем отрезок [a;b] точками 
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 на большое число отрезков 
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. Для каждого 
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 обозначим через mk наименьшее, а через Mk наибольшее значение функции f(x) на отрезке 
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 (рисунок 6).



Приближенное значение площади криволинейной трапеции равно по недостатку сумме 
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и по избытку сумме
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В курсах математического анализа доказывается, что при все более мелком разбиении отрезка [a;b] на части суммы Sn и 
[image: image37.wmf]n
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 становятся все ближе к определенному интегралу. Именно так было в примере из предыдущего пункта.


Таким образом, метод исчерпывания позволяет вычислить определенный интеграл с любой точностью.

Для функций, принимающих не только положительные значения, по тем же правилам можно составлять суммы Sn и 
[image: image38.wmf]n

S

¢

.

Для каждого разбиения отрезка [a;b] точками 
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 определяем mk как наименьшее значение функции f(x) и Mk как наибольшее значение этой функции на отрезке
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. Затем составляем суммы 
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и определяем число P, к которому приближаются такие суммы при разбиении отрезка [a;b] на все более мелкие части. 

В том случае, когда такое число 
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 существует, для указанного разбиения отрезка [a;b] в каждой части 
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 можно выбрать произвольную точку ck, вычислить значение f(ck) и составить следующую сумму: 
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Тогда 
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, а поэтому суммы 
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также приближаются к числу P при разбиении отрезка [a;b] на все более мелкие части.


Суммы вида 
[image: image48.wmf]n
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 называют интегральными суммами для функции f(x) на отрезке [a;b]. Соответствующее число Р, к которому приближаются суммы 
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, также называется определенным интегралом функции f(x) в пределах от a до b и обозначается
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Проверь себя. Площадь криволинейной трапеции

Задание 1. Укажите  правильный вариант ответа

.

Чему равна площадь криволинейной трапеции, ограниченной прямыми 
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 и графиком функции 
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(Правильный вариант: 3)

Чему равна площадь криволинейной трапеции, ограниченной прямыми 
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(Правильный вариант: 2)

К чему приближаются интегральные суммы для функции 
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 на отрезке 
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 при разбиении этого отрезка на все более мелкие части?
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3. К числу 6 
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(Правильный вариант: 1)

К чему приближаются интегральные суммы для функции 
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 при разбиении этого отрезка точками 
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 неограниченно возрастает?
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(Правильный вариант: 2)

Проверь себя. Площадь криволинейной трапеции

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа

.

Рассмотрим разбиение отрезка 
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 точками. 
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. Какие из приведенных выражений являются записью некоторой интегральной суммы для функции 
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(Правильные варианты: 1, 2, 3)

Рассмотрим разбиение отрезка 
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 точками 
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. Какие из приведенных выражений являются записью некоторой интегральной суммы для функции 
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(Правильные варианты: 1, 2, 4)

Рассмотрим разбиение отрезка 
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 точками 
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. Какие из приведенных выражений являются записью некоторой интегральной суммы для функции 
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(Правильные варианты: 1, 2)

Рассмотрим разбиение отрезка 
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 точками 
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. Какие из приведенных выражений являются записью некоторой интегральной суммы для функции 
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(Правильные варианты: 1, 2)

Домашнее задание
1. С помощью интегральных сумм найдите площадь трапеции, ограниченной прямыми:
а) 
[image: image136.wmf]01321
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б) 
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2. С помощью интегральных сумм найдите площадь криволинейной трапеции:
а) с границей 
[image: image138.wmf]2
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 в пределах от 0 до 2;
б) с границей 
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в)* с границей 
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г)* с границей 
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3. С помощью интегральных сумм найдите площадь криволинейной трапеции:
а) с границей 
[image: image142.wmf]3
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 в пределах от 1 до 2;
б)^* с границей 
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4. Найдите значение определенного интеграла:
а) 
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5*. Найдите значение определенного интеграла:

а) 
[image: image150.wmf]1
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Словарь терминов


Криволинейная трапеция. Пусть функция f(x) непрерывна на отрезке [a;b] и принимает на этом отрезке положительные значения за исключением, быть может, конечного множества точек. Проведем прямые x = a, x = b и отметим точки 
[image: image152.wmf]A,B,C,D

 их пересечения с осью Ox и графиком функции f(x). Замкнутая фигура, ограниченная отрезками AB, BC, CD и дугой AD графика, называется криволинейной трапецией с границей f(x).
элементов. 


Интегральные суммы. 
Для каждого разбиения отрезка [a;b] точками 
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 в каждой части 
[image: image154.wmf][

]

1

kk

x;x

+

 выбирается произвольная точка ck, вычисляется значение f(ck) и составляется следующая сумма: 
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nnnn

(xx)f(c)(xx)f(c)...(xx)f(c)

--

S=-+-++-×



Суммы вида 
[image: image156.wmf]n
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 называют интегральными суммами для функции f(x) на отрезке [a;b]. 


Определенный интеграл. Число Р, к которому приближаются интегральные суммы 
[image: image157.wmf]n
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 при уменьшении длин отрезков разбиения,  называется определенным интегралом функции f(x) в пределах от a до b и обозначается как
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