(Класс 11, модуль XIII, урок 2)

Урок 2. Формула Ньютона-Лейбница
План урока
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 2.1. Связь между площадью криволинейной трапеции и ее граничной функцией
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 2.2. Формула Ньютона-Лейбница
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 2.3. Правила вычисления определенных интегралов
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 2.4. Нахождение первообразных с помощью определенных интегралов
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 Тесты
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 Домашнее задание

Цели урока: 
Установить связь между определенным интегралом и функцией, стоящей под знаком интеграла, изучить одну из наиболее значимых в математическом анализе формулу Ньютона-Лейбница и рассмотреть примеры на ее применения к вычислению площадей плоских фигур.

2.1. Связь между площадью криволинейной трапеции и ее граничной функцией


Пусть функция f(x) непрерывна и неотрицательна на отрезке [a;b]. Для каждого h из отрезка [a;b] криволинейная трапеция, ограниченная прямыми y = 0, x = a, x = h и графиком функции f(x), имеет площадь, которую обозначим как S(h).


Зафиксировав значение h, возьмем приращение Δh переменной h и рассмотрим соответствующее приращение функции S(h), то есть 
ΔS = S(h + Δh) - S(h).

При Δh > 0 приращение ΔS есть площадь "узкой"криволинейной трапеции, ограниченной функцией f(x) на отрезке [h;h + Δh] (рисунок 1). Обозначим через fmax - наибольшее значение функции f(x) на отрезке [h;h + Δh] и через fmin - наименьшее значение функции f(x) на этом отрезке. Тогда "узкая" криволинейная трапеция входит в прямоугольник высотой fmax и шириной Δh и содержит прямоугольник высотой fmin и шириной Δh (рисунок 2). Поэтому 

[image: image7.wmf]

 EMBED Equation.DSMT4  [image: image8.wmf]minmax

fhSfh

×D<D<×D

.

Так как 
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При 
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 можно также  связать с площадью T "узкой" криволинейной трапеции, ограниченной функцией 
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 (рисунок   3). А именно, 
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Аналогично случаю 
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 "узкую" криволинейную трапецию можно ограничить сверху прямоугольником с высотой fmax  и шириной 
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 и снизу прямоугольником с высотой fmin  и шириной 
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Таким образом, во всех случаях приходим к неравенствам 
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где 
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 - наименьшее значение функции на отрезке с концами 
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 -  наибольшее значение функции на этом отрезке. По условию функция 
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 непрерывна в точке 
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. Следовательно, функция 
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 имеет в точке 
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 производную, равную 
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Но тогда по определению первообразной функция S(h) является первообразной для функции f(h) на отрезке 
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. Из свойства первообразных следует, что если 
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  - некоторая известная первообразная для функции f(h), то 
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Тогда 
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 откуда 
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В итоге приходим к следующему правилу вычисления площади криволинейной трапеции с помощью первообразных.
Пусть F(x) - первообразная для функции f(x), непрерывной и неотрицательной на отрезке [a; b]. Тогда площадь криволинейной трапеции, ограниченной прямыми y = 0, x = a, x = b и графиком функции f(x) равна 
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Отметим, что значение площади криволинейной трапеции не зависит от выбора первообразной для функции f(x). Действительно, если вместо первообразной 
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Пример 1. Рассмотрим криволинейную трапецию, ограниченную прямыми 
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2.2. Формула Ньютона-Лейбница


Пусть функция f(x) определена и непрерывна на отрезке, содержащем числа a и b, и F(x) - первообразная для этой функции. Число
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совпадает с определенным интегралом 
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функции f(x) в пределах от 
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Таким образом,
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где 
[image: image63.wmf]()

Fx
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Полученная формула имеет очень важное значение в математике и известна как формула Ньютона – Лейбница. 

При решении задач разность 
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Введенные обозначения позволяют записывать следующие равенства: 
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Пример 2. Так как функция 
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Пример 3. 
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Использование аддитивности площади позволяет решать разнообразные задачи на вычисление площадей.

Пример 4. Найти площадь фигуры, ограниченной на отрезке 
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Решение. Данная фигура симметрична относительно оси 
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 (рисунок 5). Поэтому ось 
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 разбивает фигуру на две части. Та часть, которая лежит в полуплоскости с неотрицательными ординатами, представляет из себя криволинейную трапецию, ограниченную графиком функции 
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 Ответ: 4.

Пример 5. Найти площадь фигуры, ограниченной графиком функции 
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Решение. Ось 
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 разбивает данную фигуру на две криволинейные трапеции. Первая криволинейная трапеция ограничена графиком функции 
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Вторая криволинейная трапеция ограничена графиком функции 
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Площадь  заданной фигуры можно вычислить как сумму найденных площадей:
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Ответ: 
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Пример 6. Найти площадь фигуры, ограниченной графиками функций 
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Решение. Решив уравнение 
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Первая  - криволинейная трапеция, ограниченная графиком функции 
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 (рисунок 8). Ее площадь
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Вторая  – криволинейная трапеция, ограниченная графиком функции  
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Площадь заданной фигуры можно вычислить как разность найденных площадей:
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Ответ: 
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Обобщением последнего примера может служить следующая общая формула.


Пусть функции 
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Вопрос. Как доказать это правило?


(Предполагаемый ответ. Вместо функций 
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 - достаточно большое положительное число, при котором значения новых функций на рассматриваемом промежутке положительны. В результате, площадь заданной фигуры равна площади фигуры, ограниченной функциями 
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2.3. Правила вычисления определенных интегралов


При вычислении определенных интегралов можно использовать следующие основные правила:
1. Если существуют 
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где 
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 - постоянная.

3. 
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Доказываются эти правила несложно. Например, докажем правило 4.

 Доказательство. Пусть 
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2.4. Нахождение первообразных с помощью определенных интегралов


На этом уроке можно было убедиться в том, что первообразные помогают вычислять площади криволинейных трапеций. Оказывается, что иногда с помощью площадей удается найти и первообразную для некоторой функции.
Пример 7. Функция 
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Дополним эту криволинейную трапецию до прямоугольника, как изображено на рисунке 10. Тогда площадь  закрашенной части равна
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Симметрично отразим полученный чертеж относительно биссектрисы первого координатного угла и придем к рисунку 11. На этом рисунке закрашенная часть является криволинейной трапецией, ограниченной   прямыми 
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Отсюда
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Полагая  
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Так как  
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Мини-исследование


Значение определенного интеграла можно вычислять как предел некоторых последовательностей интегральных сумм. С другой стороны, это же значение можно находить по формуле Ньютона – Лейбница. Поэтому в том случае, когда значение определенного интеграла известно, этот результат можно использовать для вычисления пределов некоторых последовательностей сложной структуры.


Например, для функции 
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 равных частей можно составить следующие интегральные суммы:
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Так как по формуле Ньютона - Лейбница
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то можно сделать вывод, что
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Предлагается на основе вычисляемых определенных интегралов составить несколько интересных задач на пределы последовательностей.
Проверь себя. Формула Ньютона – Лейбница
Задание 1. Укажите правильный вариант ответа

Чему равно значение 
[image: image159.wmf]6
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(Правильный вариант: 3)

Чему равно значение 
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4. 
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(Правильный вариант: 2)

Чему равно значение 
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0

cos

2

x

dx

p

×

ò

?


[image: image174.wmf]·

1. -2


[image: image175.wmf]·

2. 0


[image: image176.wmf]·

3. 2


[image: image177.wmf]·

4. 4

(Правильный вариант: 1)

Чему равна площадь фигуры, ограниченной графиками функций 
[image: image178.wmf]2
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(Правильный вариант: 2)

Проверь себя. Формула Ньютона – Лейбница
Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа

Какие из указанных функций являются первообразными для функции  
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(Правильные варианты: 2, 3, 4)

Какие из указанных функций являются первообразными для функции  
[image: image193.wmf]2
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, рассматриваемой на промежутке  
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(Правильные варианты: 1,  4)

Какие из указанных функций являются первообразными для функции  
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(Правильные варианты: 1, 2)

Какие из указанных функций являются первообразными для функции  
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(Правильные варианты: 2, 3)

Домашнее задание
1. Найдите: а)
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2. Вычислите площадь криволинейной трапеции с границей 
[image: image234.wmf]()
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от 
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3. Вычислите площадь криволинейной трапеции с границей 
[image: image244.wmf]()
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4. Вычислите площадь криволинейной трапеции с границей 
[image: image251.wmf]()
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от 
[image: image252.wmf]a

 до 
[image: image253.wmf]b

, если:

а) 
[image: image254.wmf]1

(),1,10

fxab

x

===

;
б) 
[image: image255.wmf]1

(),2,3

x

fxab

x

+

===

;
в) 
[image: image256.wmf](),3,7

2

x

fxab

x

===

-

;
г) 
[image: image257.wmf]1

(),2,3

2

x

fxab

x

-

===

+

.
5. Вычислите:
а) 
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6. Вычислите:
а) 
[image: image262.wmf]1
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7. Найдите площадь фигуры, ограниченной графиками функций:

а) 
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8. Найдите площадь фигуры, ограниченной графиками функций:
а) 
[image: image268.wmf]22
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9. Найдите площадь фигуры, ограниченной линиями:
а) 
[image: image272.wmf]2
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10. Вычислите площадь фигуры, состоящей из точек, координаты 
[image: image277.wmf](
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 которых являются решениями системы неравенств 

[image: image278.wmf]2

,

.

yx

yx

ì

³

ï

í

£

ï

î


11. Найдите, в каком отношении парабола 
[image: image279.wmf]2
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 делит площадь круга 
[image: image280.wmf]22
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12. Найдите площадь фигуры, которая в координатной плоскости задана двумя

неравенствами: 
[image: image281.wmf]22
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Словарь терминов


Криволинейная трапеция. Пусть функция f(x) непрерывна на отрезке [a;b] и принимает на этом отрезке положительные значения за исключением, быть может, конечного множества точек. Проведем прямые x = a, x = b и отметим точки 
[image: image282.wmf]A,B,C,D

 их пересечения с осью Ox и графиком функции f(x). Замкнутая фигура, ограниченная отрезками AB, BC, CD и дугой AD графика, называется криволинейной трапецией с границей f(x).
элементов. 


Интегральные суммы. 
Для каждого разбиения отрезка [a;b] точками 
[image: image283.wmf]1231

nn

xa,x,x,...,x,xb

-

==

 в каждой части 
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 выбирается произвольная точка ck, вычисляется значение f(ck) и составляется следующая сумма: 
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Суммы вида 
[image: image286.wmf]n
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 называют интегральными суммами для функции f(x) на отрезке [a;b]. 


Определенный интеграл. Число Р, к которому приближаются интегральные суммы 
[image: image287.wmf]n

S

 при уменьшении длин отрезков разбиения,  называется определенным интегралом функции f(x) в пределах от a до b и обозначается как
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Формула Ньютона-Лейбница. 
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где 
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 - первообразная для 
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