(Класс 11, модуль XIII, урок 3)

Урок 3. Вычисление объемов
План урока
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 3.1. Основная формула для вычисления объема
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 3.2. Достаточное условие существования объема
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 3.3. Объем пирамиды, конуса, шара
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 3.4. Принцип Кавальери
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 Тесты
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 Домашнее задание

Цели урока: 
Изучить основанные на понятии определенного интеграла способы вычисления объемов пространственных тел, рассмотреть некоторые достаточные условия, при которых множество в пространстве имеет объем в смысле меры Жордана.

3.1. Основная формула для вычисления объема


На предыдущем уроке мы рассмотрели применение определенного интеграла к вычислению площадей, что значительно расширяет возможности при решении задач. В пространстве использование определенного интеграла также позволяет решать многие задачи на вычисление объемов тел.


Перейдем к основной формуле, которая будет применяться для вычисления объемов пространственных тел.

 
Пусть задано тело 
[image: image7.wmf]F

. Предположим, что выбрана числовая прямая 
[image: image8.wmf]l

 с единичным отрезком, равным единице измерения длины. Через точку 
[image: image9.wmf]M

 прямой 
[image: image10.wmf]l

 с координатой 
[image: image11.wmf]x

 проведем плоскость 
[image: image12.wmf]a

, перпендикулярную прямой 
[image: image13.wmf]l

. Для каждого 
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 из некоторого промежутка 
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 соответствующая плоскость 
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 будет пересекать тело по плоской фигуре (рисунок 1). Обозначим эту фигуру через 
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 и будем предполагать, что для каждого 
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 из отрезка 
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]

;

ab

 фигура 
[image: image20.wmf]x
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 имеет площадь, которую обозначим через 
[image: image21.wmf]()

Sx

. Тогда при выполнении некоторых условий относительно сечений   тело 
[image: image22.wmf]F

  имеет объем, который можно вычислить по формуле
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Заметим, что необходимые для применения этой формулы условия выполняются во всех примерах, которые будут рассматриваться.

Пример 1. Рассмотрим наклонную призму с площадью основания 
[image: image24.wmf]S

 и высотой  
[image: image25.wmf]H

.

Проведем прямую 
[image: image26.wmf]l

 перпендикулярно основаниям и выберем на ней систему координат так, что точка 
[image: image27.wmf]O

 пересечения прямой 
[image: image28.wmf]l

 с нижним основанием имеет координату 0, а точка 
[image: image29.wmf]F

 пересечения прямой  с верхним основанием – координату 
[image: image30.wmf]H

(рисунок 2). Далее, через точку 
[image: image31.wmf]M

 отрезка 
[image: image32.wmf]OF

 с координатой 
[image: image33.wmf]x

 проведем перпендикулярно прямой 
[image: image34.wmf]l

 и параллельно основаниям сечение 
[image: image35.wmf]x
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 (рисунок 2). В сечении получится многоугольник, равный основаниям призмы. Поэтому площадь 
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  сечения 
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 равна 
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 при любом 
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 из отрезка  
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. Применяя формулу (1), получаем
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Таким образом, объем произвольной призмы можно вычислять по формуле 
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где  
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- площадь основания призмы,  
[image: image44.wmf]H

 - ее высота.

Пример 2. Рассмотрим прямой круговой цилиндр с радиусом основания R и высотой H.

Пусть OO1 - отрезок, соединяющий центры оснований цилиндра. Возьмем на отрезке OO1 точку M так, что OM = x, и проведем через нее сечение цилиндра, перпендикулярное OO1 и параллельное основаниям. В сечении получится круг, равный основаниям цилиндра. Поэтому площадь S(x) сечения Fx равна πR2 при любом x из отрезка [0;H]. Применяя формулу (1), получаем
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Таким образом, объем цилиндра можно вычислять по формуле


[image: image46.wmf]2
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где  
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 - радиус основания цилиндра,  
[image: image48.wmf]H

 - его высота.

Вопрос. Как вычислить объем параллелепипеда 
[image: image49.wmf]1111
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, если известны площадь основания 
[image: image50.wmf]ABCD

, боковое ребро 
[image: image51.wmf]1
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 и угол, который образует боковое ребро с плоскостью основания?

(Предполагаемый ответ. Зная боковое ребро 
[image: image52.wmf]1
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 и угол, который образует боковое ребро с плоскостью основания, высоту параллелепипеда можно вычислить как произведение длины бокового ребра на косинус указанного угла. После этого ответ получается по формуле объема призмы.)
3.2.  Объем призмы можно вычислять по формуле
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где  
[image: image54.wmf]L

 - длина бокового ребра призмы,  
[image: image55.wmf]орт
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 - площадь сечения призмы плоскостью, перпендикулярной боковому ребру и пересекающей все боковые ребра.

(Предполагаемый ответ.  Указанная плоскость делит призму на две части, при перемещении которых можно сделать прямую призму, основанием которой будет проведенное сечение, а высотой – боковое ребро заданной призмы.)
3.2. Достаточное условие существования объема


 Для существования объема тела  
[image: image56.wmf]F

  достаточно, чтобы сечения тела  
[image: image57.wmf]F

   плоскостями, перпендикулярными к выбранной прямой 
[image: image58.wmf]l

, удовлетворяли "условию непрерывности". Это условие означает, что когда рассматриваются сечения тела  
[image: image59.wmf]F

, близкие к фиксированному сечению, то проекции таких сечений на одну плоскость "почти совпадают". Более точно "условие непрерывности сечений"  можно описать в следующем виде.


Пусть фиксированное сечение 
[image: image60.wmf]x
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 тела 
[image: image61.wmf]F

 проводится через точку 
[image: image62.wmf]()
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 прямой  
[image: image63.wmf]l

перпендикулярно 
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. Проведем перпендикулярно 
[image: image65.wmf]l

 еще одно сечение 
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 тела 
[image: image67.wmf]F

 через точку 
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.  Затем рассмотрим проекцию 
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 фигуры 
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 на плоскость фигуры  
[image: image71.wmf]x

F

  и проекцию 
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 фигуры 
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 на плоскость фигуры  
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 (рисунок 4). Пусть при каждом 
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 из отрезка 
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  выполняется следующее условие:
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В этом случае будем говорить, что тело Φ удовлетворяет "условию непрерывности сечений". 



Мы без доказательства будем использовать следующий факт.

Если тело Φ удовлетворяет "условию непрерывности сечений", 
то такое тело имеет объем.

Пример 3. Рассмотрим пирамиду 
[image: image78.wmf]HABC

, у которой ребро 
[image: image79.wmf]HA

 перпендикулярно основанию 
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. Пусть 
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. Отметим на ребре 
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 точку 
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 так, что 
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, и проведем сечение  
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, перпендикулярное 
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 (рисунок 5). Так как стороны треугольника 
[image: image87.wmf]111
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 соответственно параллельны сторонам треугольника 
[image: image88.wmf]ABC

, то такие треугольники подобны. Коэффициент 
[image: image89.wmf]k

 подобия треугольника 
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 треугольнику 
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 находим из равенств 
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Отсюда 
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Отметим на ребре 
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 еще одну точку 
[image: image95.wmf]2

M

 так, что
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, и проведем сечение
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, перпендикулярное 
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 (рисунок 6).

Тогда 
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Найдем теперь проекцию 
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 сечения 
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 на плоскость
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. Получим треугольник
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, который равен треугольнику 
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  и расположен так, что углы  
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 и 
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совпадают (рисунок 6).



Заметим, что пересечение 
[image: image107.wmf]'

xy

FF

Ç

 при 
[image: image108.wmf]xy

<

 совпадает с
[image: image109.wmf]'

y

F

, а при 
[image: image110.wmf]xy

>

 совпадает с
[image: image111.wmf]x

F

.

Поэтому 
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Так как
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Таким образом, рассматриваемая пирамида удовлетворяет условию "непрерывности сечений", а поэтому имеет объем.


Приведем доказательство формулы (1) для вычисления объема при условии, что соответствующее тело Φ удовлетворяет "условию непрерывности сечений".



Пусть заданы тело 
[image: image116.wmf]F

, числовая прямая 
[image: image117.wmf]l

  и известно, что все непустые сечения тела 
[image: image118.wmf]F

 плоскостями, проходящими через точки 
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 прямой 
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, соответствуют значениям  
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из отрезка 
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. Для каждого 
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 из отрезка 
[image: image124.wmf][

]

;

ab

 сечение 
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, проходящее через точку 
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 перпендикулярно прямой 
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, отсекает от тела 
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 часть, ограниченную сечениями 
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 и 
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 (рисунок 7). Обозначим через 
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 объем этой части.


Зафиксировав значение 
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, возьмем приращение 
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 переменной 
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 и рассмотрим соответствующее приращение функции 
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, то есть 
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 рассматриваются аналогично, то разберем только тот случай, когда  
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. Приращение 
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 есть объем узкого "диска" 
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 тела 
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, ограниченного сечениями 
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Так как плоские фигуры 
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 и 
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 имеют площадь, то можно найти многоугольную фигуру 
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Тогда внутри указанного "диска"   можно построить прямую призму  
[image: image154.wmf]T

 с основанием 
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 и высотой, равной 
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. Аналогично можно построить прямую призму 
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 с основанием 
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 и высотой, равной 
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, которая содержит "диск" 
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В результате получаем
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Так как
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Аналогичные рассуждения приводят к тому, что  как при 
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По условию сечения тела  обладают свойством "непрерывности сечений". Поэтому 
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В итоге из неравенств (2) следует, что 
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Поэтому функция  
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  имеет в точке 
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 производную, равную 
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Но тогда по определению функция 
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 является первообразной для функции 
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. Если 
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 - некоторая известная первообразная для функции 
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 можно найти из условия  
[image: image186.wmf]lim()0

xa

Vx

®

=

.

Тогда 

[image: image187.wmf]lim()lim(())()0

xaxa

VxFxcFac

®®

=+=+=

,

откуда
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В итоге приходим к формуле  (1)  вычисления объема с помощью определенного интеграла.
3.3. Объем пирамиды, конуса, шара



В этом пункте докажем, что объем произвольной пирамиды можно вычислять по формуле
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где 
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 -  площадь основания пирамиды, 
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 - ее высота. 
I случай. Рассмотрим треугольную пирамиду 
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 с высотой 
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 точку 
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 так, что 
[image: image197.wmf]DMx

=

, и проведем через 
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 сечение 
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, перпендикулярное 
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 (рисунок 9). Так как стороны треугольника  
[image: image201.wmf]NKL

 соответственно параллельны сторонам треугольника 
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, то эти треугольники подобны. Коэффициент 
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 подобия треугольника 
[image: image204.wmf]NKL

 треугольнику 
[image: image205.wmf]ABC

 находим из равенств 
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Отсюда 

[image: image207.wmf]2
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Поэтому по формуле (1) имеем

[image: image208.wmf]2
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Тем самым формула  для объема произвольной треугольной пирамиды доказана.

 II случай. Рассмотрим теперь произвольную пирамиду с высотой 
[image: image209.wmf]H

. Разобьем

ее основание на треугольники с площадями

[image: image210.wmf]123

,,,...,

k

SSSS

.

Соответственно и пирамиду разобьем на треугольные пирамиды (рисунок 10). Тогда объем 
[image: image211.wmf]V

 всей пирамиды равен сумме объемов составляющих ее пирамид, откуда 
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Тем самым  доказана формула для объема произвольной пирамиды.

Вопрос. Чему равен объем треугольной пирамиды, у которой боковые ребра попарно перпендикулярны и имеют длины 
[image: image215.wmf],,

abc

?


(Предполагаемый ответ. Если принять за основание пирамиды боковую грань, которая является прямоугольным треугольником с катетами 
[image: image216.wmf]a

 и 
[image: image217.wmf]b

, то проведенная к этой грани высота пирамиды будет ребром длины 
[image: image218.wmf]c

. Поэтому объем пирамиды равен 
[image: image219.wmf]1
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).


Пусть некоторая прямая 
[image: image220.wmf]a

 в пространстве выбрана в качестве оси вращения. Для каждой точки 
[image: image221.wmf]M

, не лежащей на оси 
[image: image222.wmf]a

, при ее вращении относительно оси образуется окружность, лежащая в плоскости, которая перпендикулярна оси. При вращении точки, лежащей на оси, получается сама точка. При вращении относительно оси всех точек некоторой фигуры 
[image: image223.wmf]F

 образуется некоторое тело. Полученное таким образом тело называют телом вращения. 



Рассмотрим тело 
[image: image224.wmf]T

, которое образуется вращением вокруг оси 
[image: image225.wmf]Ox

 криволинейной трапеции, ограниченной графиком функции 
[image: image226.wmf]()

fx

 в пределах от 
[image: image227.wmf]a

 до 
[image: image228.wmf]b

. Тогда при пересечении соответствующего тела вращения плоскостью, которая проходит через точку с координатой 
[image: image229.wmf]x

 на оси 
[image: image230.wmf]Ox

 и перпендикулярна оси, образуется круг радиуса 
[image: image231.wmf]()()
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 площади 
[image: image232.wmf]2
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. В результате из формулы (1) следует, что объем тела 
[image: image233.wmf]T

 можно вычислять по формуле 
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(3)
 
В свою очередь, из формулы (3) достаточно просто получаются следующие результаты. 


Объем конуса можно вычислить по формуле


[image: image235.wmf]2
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где 
[image: image236.wmf]R

 -  радиус основания конуса, 
[image: image237.wmf]H

 -  высота.


Объем шара можно вычислить по формуле


[image: image238.wmf]3
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где 
[image: image239.wmf]R

 -  радиус шара.

3.4. Принцип Кавальери

Поставим на одну плоскость два тела. Первое тело -  полушар радиуса 
[image: image240.wmf]R

 с центром 
[image: image241.wmf]O

. Второе тело -  цилиндр высотой 
[image: image242.wmf]R

 с радиусами оснований 
[image: image243.wmf]R

,  из которого вырезали конус с вершиной в центре нижнего основания и основанием, совпадающим с верхним основанием цилиндра (рисунок 11). Проведем произвольное сечение этих тел плоскостью, параллельной плоскости оснований (рисунок  12). Тогда в сечении первого тела имеем круг радиуса 
[image: image244.wmf]22
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,  площадь которого равна  
[image: image245.wmf]222
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В сечении второго тела получаем кольцо с внешним радиусом 
[image: image246.wmf]R

 и внутренним радиусом 
[image: image247.wmf]x

, площадь которого равна 
[image: image248.wmf]22
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. Так как 
[image: image249.wmf]12
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 при любом 
[image: image250.wmf]x

 от 0 до 
[image: image251.wmf]R

, то объем полушара равен разности между объемом цилиндра высотой 
[image: image252.wmf]R

 и радиусом основания 
[image: image253.wmf]R

 и объемом конуса высотой 
[image: image254.wmf]R

 и радиусом основания 
[image: image255.wmf]R

. Это приводит к известной формуле объема шара. 


В XVI веке аналогичные рассуждения использовались при вычислении объемов. Основой для этого было утверждение, известное как принцип Кавальери.

Пусть два тела имеют объемы, их основания лежат в одной плоскости, высоты равны и площади сечений этих тел каждой плоскостью, параллельной плоскости оснований, равны между собой. Тогда объемы этих тел равны .


Иллюстрацией применения принципа Кавальери и может служить приведенный в этом пункте способ вывода формулы для объема шара.

Проверь себя.  Вычисление объемов

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа

При пересечении тела плоскостями, перпендикулярными заданной числовой оси, получаются сечения, площади которых выражаются формулой 
[image: image256.wmf]()21
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[image: image257.wmf]15
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. Чему равен объем этого тела?


[image: image258.wmf]·

1. 15
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2. 20


[image: image260.wmf]·

3. 25


[image: image261.wmf]·

4. 30

(Правильный вариант: 2)

При пересечении тела плоскостями, перпендикулярными заданной числовой оси, получаются сечения, площади которых выражаются формулой 
[image: image262.wmf]()
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 для 
[image: image263.wmf]09
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. Чему равен объем этого тела?
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1. 9
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2. 12


[image: image266.wmf]·

3. 15


[image: image267.wmf]·

4. 18

(Правильный вариант: 4)

При пересечении тела  вращения плоскостями, перпендикулярными заданной числовой оси, получаются сечения,  радиусы которых выражаются формулой 
[image: image268.wmf]()
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  для 
[image: image269.wmf]12
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. Чему равен объем этого тела?
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1. 
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2. 
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3. 
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[image: image276.wmf]·

4. 
[image: image277.wmf]2
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(Правильный вариант: 2)

При пересечении тела вращения плоскостями, перпендикулярными заданной числовой оси, получаются сечения, радиусы которых выражаются формулой 
[image: image278.wmf]()sin
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 для 
[image: image279.wmf]0
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. Чему равен объем этого тела?
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1. 
[image: image281.wmf]p



[image: image282.wmf]·

2. 
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3. 
[image: image285.wmf]2
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4. 
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(Правильный вариант: 3)

Проверь себя.  Вычисление объемов

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа

Объем каких из перечисленных тел равен 
[image: image288.wmf]3
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[image: image289.wmf]·

1. Цилиндр с радиусом основания 
[image: image290.wmf]2

p

и высотой 3


[image: image291.wmf]·

2. Цилиндр с радиусом основания 2 и высотой 
[image: image292.wmf]3

p


 
[image: image293.wmf]·

3. Конус с радиусом основания 
[image: image294.wmf]3

p

и высотой 4

 
[image: image295.wmf]·

4. Конус с радиусом основания  
[image: image296.wmf]2

p

и высотой 3

 (Правильные  варианты: 1, 3)

Объем каких из перечисленных тел равен 
[image: image297.wmf]83

?


[image: image298.wmf]·

1. Правильная четырехугольная пирамида с ребром основания 2 и высотой 
[image: image299.wmf]63



[image: image300.wmf]·

2. Правильная треугольная пирамида с ребром основания 4 и высотой 6


[image: image301.wmf]·

3. Правильная четырехугольная пирамида с ребром основания 
[image: image302.wmf]23

 и высотой 6


[image: image303.wmf]·

44.  Правильная треугольная пирамида с ребром основания 6 и высотой 4

 (Правильные  варианты: 1, 2)

Объем каких из перечисленных тел больше объема шара радиуса 3?


[image: image304.wmf]·

1. Цилиндр с радиусом основания 4 и высотой 2


[image: image305.wmf]·

2. Половина шара радиуса 4


[image: image306.wmf]·

3. Конус с радиусом основания 4 и высотой 7


[image: image307.wmf]·

4. Куб с ребром 5

(Правильные  варианты: 2, 3, 4)

Объем каких из перечисленных тел меньше объема куба с ребром 2?


[image: image308.wmf]·

1. Правильный тетраэдр с ребром 
[image: image309.wmf]22



[image: image310.wmf]·

2. Правильная треугольная пирамида с ребром основания 4 и высотой 3


[image: image311.wmf]·

3. Правильная четырехугольная пирамида с ребром основания 3 и высотой 3


[image: image312.wmf]·

4. Правильная треугольная призма с ребром основания 4 и высотой 2

(Правильные  варианты: 1, 2)

Домашнее задание

1. В основании призмы лежит равносторонний треугольник со стороной 2 дм, боковое ребро равно 3 дм и образует угол в 45( с плоскостью основания. Найдите объем призмы. 
2. В сечении треугольной призмы, перпендикулярном боковому ребру, получается равносторонний треугольник со стороной 8 см, боковое ребро равно 12 см и образует угол в 60( с плоскостью основания. Найдите объем призмы.

3. Найдите объем правильного тетраэдра с ребром 10 см.

4. Найдите объем правильной треугольной пирамиды, у которой ребро основания равно 6 см, а боковое ребро 9 см.

5. Найдите объем треугольной пирамиды SABC, у которой углы ASB, BSC, ASC прямые и AS=5 см, BS=6 см, CS=7 см.
6. Отрезая от конуса коническую часть плоскостью, получают усеченный конус.  Найдите объем усеченного конуса, если радиусы R, r его нижнего и верхнего оснований и высота h равны: 

а) R = 5 см, r = 3 см,  h = 2 см;

б) R = 10 см, r = 2 см, h = 8 см;
в) R = 4 см, r = 3 см, h = 10 см;
г) R = 6 см, r = 4 см,  h = 3 см.
7. Из жестяного круга радиуса 10 см вырезали сектор с углом 90( и из оставшейся части сделали воронку конической формы. Сколько воды можно налить в такую воронку?
8. Вычислить объем тела, полученного вращением вокруг оси Ox криволинейной трапеции, ограниченной графиком функции f(x) в пределах от a до b , если: 
а) 
[image: image313.wmf](),0,4;
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г) 
[image: image316.wmf]3

()2,2,2.

fxxab

=-=-=


9. Пусть AB - диаметр шара радиуса R, и точка M на отрезке AB расположена так, что AM = H. Через точку M перпендикулярно AB проводится плоскость, которая делит шар на две части - шаровые сегменты. Найдите объемы этих частей.
10. В шаре радиуса R сверлом, диаметр которого равен R, высверлили отверстие так, что ось отверстия проходит через центр шара. Найдите объем оставшейся части шара.
11. В треугольной пирамиде ABCD ребра AB и CD имеют длину 10, все остальные ребра имеют длину 13. Найдите объем тела, которое получается вращением пирамиды ABCD относительно оси, проходящей через середины ребер AB и CD.
12. Найдите объем тела, которое получается вращением единичного куба относительно оси, проходящей через середины двух параллельных ребер куба и не принадлежащих одной грани.
13. Найдите объем пересечения двух цилиндров радиуса r, оси которых пересекаются и перпендикулярны (предполагается, что основания каждого из цилиндров не имеют общих точек с другим цилиндром).

Словарь терминов


Криволинейная трапеция. Пусть функция f(x) непрерывна на отрезке [a;b] и принимает на этом отрезке положительные значения за исключением, быть может, конечного множества точек. Проведем прямые x = a, x = b и отметим точки 
[image: image317.wmf]A,B,C,D

 их пересечения с осью Ox и графиком функции f(x). Замкнутая фигура, ограниченная отрезками AB, BC, CD и дугой AD графика, называется криволинейной трапецией с границей f(x).
элементов. 


Интегральные суммы. 
Для каждого разбиения отрезка [a;b] точками 
[image: image318.wmf]1231
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 в каждой части 
[image: image319.wmf][

]

1

kk

x;x

+

 выбирается произвольная точка ck, вычисляется значение f(ck) и составляется следующая сумма: 


[image: image320.wmf]21132211
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Суммы вида 
[image: image321.wmf]n

S

 называют интегральными суммами для функции f(x) на отрезке [a;b]. 


Определенный интеграл. Число Р, к которому приближаются интегральные суммы 
[image: image322.wmf]n

S

 при уменьшении длин отрезков разбиения,  называется определенным интегралом функции f(x) в пределах от a до b и обозначается как









[image: image323.wmf]b
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Формула Ньютона-Лейбница. 

[image: image324.wmf]b
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где 
[image: image325.wmf]()

Fx

 - первообразная для 
[image: image326.wmf]()
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.


«Условие непрерывности сечений». Пусть фиксированное сечение 
[image: image327.wmf]x

F

 тела 
[image: image328.wmf]F

 проводится через точку 
[image: image329.wmf]()

Mx

 прямой  
[image: image330.wmf]l

перпендикулярно 
[image: image331.wmf]l

. Проведем перпендикулярно 
[image: image332.wmf]l

 еще одно сечение 
[image: image333.wmf]y

F

 тела 
[image: image334.wmf]F

 через точку 
[image: image335.wmf]()

Ny

.  Затем рассмотрим проекцию 
[image: image336.wmf]'
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 фигуры 
[image: image337.wmf]y

F

 на плоскость фигуры  
[image: image338.wmf]x

F

. Тело Φ удовлетворяет "условию непрерывности сечений", если при каждом 
[image: image339.wmf]x

 из отрезка 
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  выполняется следующее условие:
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Принцип Кавальери. Пусть два тела имеют объемы, их основания лежат в одной плоскости, высоты равны и площади сечений этих тел каждой плоскостью, параллельной плоскости оснований, равны между собой. Тогда объемы этих тел равны.
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