Класс 11. Модуль 14. Элементы теории функции комплексного переменного
Урок 3. Инверсия
План урока

1. Уравнение прямой в комплексной форме
2. Уравнение окружности в комплексной форме
3. Инверсия относительно окружности

4. Инверсия прямой
5. Инверсия окружности
1. Уравнения прямой в комплексной форме
В этом уроке мы рассмотрим свойства функции 
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определенной на множестве всех комплексных чисел 
[image: image2.wmf]z

,

 отличных от нуля. 

Сначала научимся записывать уравнение прямой и уравнение окружности в комплексной форме. 

Для каждой прямой на комплексной плоскости можно указать такие две точки 
[image: image3.wmf]A

 и 
[image: image4.wmf]B

,

 что данная прямая будет серединным перпендикуляром к отрезку 
[image: image5.wmf]AB

,

 то есть она будет состоять из тех и только тех точек плоскости, которые равноудалены от точек 
[image: image6.wmf]A

 и 
[image: image7.wmf]B

 (рисунок 1). 

Пусть точки 
[image: image8.wmf]A

 и 
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 [изображают комплексные числа 
[image: image10.wmf]a

 и 
[image: image11.wmf]b

.

 Тогда равенство 
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будет выполняться для тех и только тех комплексных чисел 
[image: image13.wmf]z

,

 которые изображаются точками данной прямой. Поэтому равенство (1) можно рассматривать как уравнение данное прямой в комплексной форме. 

Уравнение (1) равносильно уравнению 
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или уравнению 
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или уравнению 
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Последнее уравнение имеет вид 
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где 
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 — комплексное число и 
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 — действительное число. 

Таким образом, при 
[image: image20.wmf]mC
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 множество решений уравнения (2) изображается прямой в координатной плоскости. Поэтому уравнение (2) есть другой вид уравнения прямой в комплексной форме. 

Вопрос. Как записать в комплексной форме уравнение прямой, проходящей через точки 
[image: image22.wmf]i

 и 
[image: image23.wmf]23
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2. Уравнение окружности в комплексной форме
На плоскости каждую окружность можно задать как множество всех точек, удаленных от фиксированной точки 
[image: image24.wmf]m

 на заданное расстояние 
[image: image25.wmf]r

.

 Это означает, что окружность можно задать уравнением в комплексной форме 
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где 
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 (рисунок 2). 

Уравнение (3) равносильно уравнению 
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или уравнению 
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Таким образом, уравнение окружности в комплексной форме можно записать в виде 
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где 
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Центр и радиус окружности, заданной уравнением (4), можно найти следующим образом. 

Прибавив к обеим частям уравнения (4) число 
[image: image32.wmf]mm
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 получим 
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Отсюда 
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 и поэтому 
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Так как 
[image: image36.wmf]0

mml

->,

 то получаем 
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где 
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Таким образом, центр окружности, заданной уравнением (4), находится в точке 
[image: image39.wmf]m

,

 а радиус равен 
[image: image40.wmf]mml
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Вопрос. Как найти центр и радиус окружности, заданной уравнением 
[image: image41.wmf]0
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3. Инверсия относительно окружности
Пусть 
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 Рассмотрим точку, изображающую число 
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Записывая числа в тригонометрической форме получим 
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 откуда 
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Таким образом, 
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 и аргументы чисел 
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 и 
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 равны 
[image: image53.wmf]j

.

 

Опишем окружность радиуса 1 с центром в начале координат и проведем луч 
[image: image54.wmf]Oz

.

 Точка 
[image: image55.wmf]w

 лежит на этом луче и симметрична точке 
[image: image56.wmf]z

 относительно построенной окружности. Это означает, что если точка 
[image: image57.wmf]z

 лежит вне окружности и из нее провести касательную к окружности, а из точки касания 
[image: image58.wmf]T

 опустить перпендикуляр на луч 
[image: image59.wmf]Oz

,

 то его основанием окажется точка 
[image: image60.wmf]w

 (рисунок 3). Если же точка 
[image: image61.wmf]z

 лежит внутри окружности и в этой точке восстановить перпендикуляр к лучу 
[image: image62.wmf]Oz

 до пересечения с окружностью в точке 
[image: image63.wmf]T

,

 а затем провести касательную к окружности в точке 
[image: image64.wmf]T

,

 то 
[image: image65.wmf]w

 окажется точкой пересечения этой касательной с лучом 
[image: image66.wmf]Oz

.

 

Таким образом, функция 
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определяет преобразование симметрии относительно окружности радиуса 1 с центром в начале координат. Это преобразование называется кратко инверсией. 

Аналогично, если 
[image: image68.wmf]R

 — положительное действительное число, то функция 
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определяет преобразование симметрии или инверсии относительно окружности радиуса 
[image: image70.wmf]R

 с центром в начале координат, называемой окружностью инверсии. 

Вопрос. Какая точка при симметрии относительно окружности симметрична точке 
[image: image71.wmf]z

,

 лежащей на указанной окружности? 

4. Инверсия прямой
С помощью функции 
[image: image72.wmf]2
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 можно доказать по-новому известные свойства инверсии. 

Докажем, что преобразование инверсии, определяемое функцией 
[image: image73.wmf]1

()

z

fz

=,

 переводит прямую в прямую или в окружность, проходящую через начало координат. 

Пусть прямая задана уравнением 
[image: image74.wmf]mzmzl
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 Положим, 
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 Подставляя эти выражения в уравнение прямой, получим 
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Если данная прямая проходит через начало координат, то 
[image: image79.wmf]0
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 и преобразованное уравнение будет иметь вид 
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Так как неизвестное в уравнении можно обозначать любой другой буквой, то мы пришли к уравнению данной прямой. Это означает, что прямая, проходящая через начало координат, преобразуется в себя (рисунок 4). 

Пусть 
[image: image81.wmf]0
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 Тогда полученное уравнение можно переписать в виде 
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Мы получим уравнение окружности, проходящей через начало координат. Таким образом, если точка 
[image: image83.wmf]z

 описывает прямую, не проходящую через начало координат, то точка 
[image: image84.wmf]1
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 описывает окружность, проходящую через начало координат (за исключением точки 
[image: image85.wmf]O

) (рисунок 5). 

Вопрос. Каковы образы двух параллельных прямых при инверсии, определяемой функцией 
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5. Инверсия окружности

Точки 
[image: image87.wmf]z

 и 
[image: image88.wmf]1
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 взаимно симметричны одна другой относительно окружности радиуса 1 с центром в начале координат (рисунок 4). Поэтому на рисунке 5 обозначения точек 
[image: image89.wmf]z

 и 
[image: image90.wmf]w

 можно поменять местами. Тогда если точка 
[image: image91.wmf]z

 будет описывать окружность, проходящую через начало координат, за исключением точки 
[image: image92.wmf]O

,

 то точка 
[image: image93.wmf]w

 опишет прямую, не проходящую через начало координат (рисунок 5). 

Таким образом, при инверсии, определяемой функцией 
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 окружность, проходящая через начало координат (за исключением точки 
[image: image95.wmf]O

), переходит в прямую, не проходящую через начало координат. 

Покажем, что окружность, не проходящая через начало координат, преобразуется при инверсии, определяемой функцией 
[image: image96.wmf]1
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 снова в окружность, не проходящую через точку 
[image: image97.wmf]O

 (рисунок 6). 

Пусть окружность задана уравнением 



[image: image98.wmf]000

zzmzmzlmmll

--+=,->,¹.


Положим 
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 Тогда 
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 Подставляя эти выражения в уравнение окружности, получим 
[image: image102.wmf]111
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 Разделив на 
[image: image104.wmf]l
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 придем к уравнению 
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в котором 
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Следовательно, мы получили уравнение окружности, не проходящей через начало координат. 

Вопрос. Какие свойства инверсии вы знаете? 

Тесты. Проверь себя. Выбери правильные ответы.

Какое из перечисленных ниже уравнений определяет прямую?

1. 
[image: image107.wmf]110
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2. 
[image: image108.wmf]110
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3. 
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4. 
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Ответ:

Окружность задана уравнением в комплексной форме 
[image: image111.wmf]11
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. Во что преобразуется эта окружность при инверсии, определяемой функцией 
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1. саму себя

2. прямую

3. в другую окружность

4. в эллипс

Ответы: 2.
Радиус окружности, заданной уравнением в комплексной форме 
[image: image113.wmf]0
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2. 1

3. 
[image: image114.wmf]2


4. 2
Ответ: 2.

Центр окружности, заданной уравнением в комплексной форме 
[image: image115.wmf]0
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, находится в точке:

1. i
2. 1

3. 
[image: image116.wmf]i
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4. -1
Ответ: 3.

Тесты. Проверь себя. Выбери все правильные ответы.
При преобразовании инверсии прямая может перейти в

1. саму себя

2. другую прямую

3. в окружность

4. в эллипс

Ответы: 1, 3.

При преобразовании инверсии окружность может перейти в

1. саму себя

2. прямую

3. в другую окружность

4. в эллипс

Ответы: 1, 2, 3.
Какие из перечисленных ниже уравнений определяют окружность? 

1. 
[image: image117.wmf]20
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2. 
[image: image118.wmf]2
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3. 
[image: image119.wmf]0
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4. 
[image: image120.wmf](

)

2

2

zi

-=


Ответ: 1, 2.

Какие из перечисленных ниже уравнений определяют прямую?

1. 
[image: image121.wmf]2
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2. 
[image: image122.wmf]2
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3. 
[image: image123.wmf]zizi
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4. 
[image: image124.wmf]2
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Ответ: 1, 3.

Миниисследование

Какая фигура на комплексной плоскости определяется уравнением 
[image: image125.wmf]2
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? Или, в общем виде, уравнением 
[image: image126.wmf]zakzb
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? Здесь а и b - комплексные числа, а 
[image: image127.wmf]0
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 - вещественное число.
Домашнее задание

1. Запишите в комплексной форме уравнение серединного перпендикуляра к отрезку, соединяющему точки 
[image: image128.wmf]i

 и 
[image: image129.wmf]1
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2. Составьте уравнение прямой в комплексной форме, проходящей через две данные точки: 

а) 
[image: image130.wmf]i
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 и 1;   б) 0 и 
[image: image131.wmf]12
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3. Напишите уравнение окружности в комплексной форме с центром в точке 
[image: image132.wmf]1
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 и радиусом 
[image: image133.wmf]1
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4. Во что преобразуется отрезок, соединяющий точки 
[image: image134.wmf]1
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 и 
[image: image135.wmf]1
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 при инверсии, определяемой функцией 
[image: image136.wmf]1
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