(Класс 11, модуль XV, практикум, урок 5)
Урок 5. Вычисления на плоскости
План урока
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 5.1. Задачи на применение теоремы Пифагора
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 5.2. Задачи на применение теоремы косинусов
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 5.3. Задачи на применение теоремы синусов


[image: image4.wmf]·

 5.4. Задачи на применение свойств отрезков хорд, секущих и касательных
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 5.5. Смешанные задачи
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 Тесты
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 Домашнее задание

Цели урока:
Напомнить основные принципы решения геометрических задач на вычисления, рассмотреть избранные задачи повышенного уровня сложности.

5.1. Задачи на применение теоремы Пифагора

При вычислении длин отрезков на прямой часто используется основное свойство длины:
если отрезок 
[image: image8.wmf]AB

 составлен из двух отрезков 
[image: image9.wmf]AC

 и 
[image: image10.wmf]CB

, то длина отрезка 
[image: image11.wmf]AB

 равна сумме длин отрезков 
[image: image12.wmf]AC

 и 
[image: image13.wmf]CB

. 
Это означает, что вычисление расстояний на прямой в основном сводится к операциям сложения и вычитания. 

На плоскости искомый отрезок чаще всего задается как элемент некоторой геометрической фигуры, и для вычисления его длины приходится рассматривать треугольники, углы и применять достаточно общие теоремы. Одной из самых знаменитых является

 Теорема Пифагора. В прямоугольном треугольнике квадрат гипотенузы равен сумме квадратов катетов. 


Теорема Пифагора позволяет по двум сторонам прямоугольного треугольника вычислить его третью сторону. Если возникает желание применить теорему Пифагора, то можно целенаправленно строить прямоугольный треугольник, две стороны которого либо известны, либо вычисляются без особого труда.
Пример 1. Сторона квадрата 
[image: image14.wmf]ABCD

 равна 
[image: image15.wmf]a

. Найти радиус окружности, касающейся стороны 
[image: image16.wmf]AD

, диагонали 
[image: image17.wmf]AC

 и окружности, описанной около квадрата. 

Решение. Центр 
[image: image18.wmf]1

O

 окружности, описанной около квадрата 
[image: image19.wmf]ABCD

, совпадает с точкой пересечения диагоналей. Центр 
[image: image20.wmf]2

O

 окружности, касающейся сторон угла 
[image: image21.wmf]CAD

, лежит на его биссектрисе. С учетом этого сделаем чертеж (рисунок 1). Обозначим радиус искомой окружности через 
[image: image22.wmf]r

 и вычислим длину отрезка 
[image: image23.wmf]12
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. Для этого проведем 
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, 
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 (рисунок 2). В результате образуется прямоугольный треугольник 
[image: image27.wmf]12
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. Далее находим: 
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Отсюда 
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Две окружности касаются внутренним образом, если расстояние между их центрами равно разности радиусов. Так как радиус большей окружности равен  
[image: image30.wmf]2
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. Это позволяет составить квадратное уравнение: 
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В результате преобразований получается 
[image: image33.wmf]2
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, откуда 
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, что соответствует совпадению точек 
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 и 
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, и 
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, что является ответом. 

Ответ: 
[image: image38.wmf]2(322)

a

-

. 

Вопрос. Как доказать формулу  
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5.2. Задачи на применение теоремы косинусов

При вычислении отрезков часто применяется 
Теорема косинусов. В треугольнике  квадрат стороны  равен сумме квадратов двух других сторон  минус удвоенное  произведение этих сторон на косинус угла между ними.

Одним из применений теоремы косинусов является вычисление стороны треугольника, если известны две другие стороны и косинус угла между ними.
Пример 2. В треугольнике 
[image: image40.wmf]ABC

 радиус вписанной окружности равен 
[image: image41.wmf]2

, а расстояние от ее центра до вершины 
[image: image42.wmf]C

 равно 
[image: image43.wmf]25

. Найти стороны треугольника 
[image: image44.wmf]ABC

, если известно, что его площадь равна 12. 

Решение. Центр 
[image: image45.wmf]O

 окружности, вписанной в треугольник, совпадает с точкой пересечения биссектрис. С учетом этого сделаем чертеж (рисунок 3) и проведем из точки 
[image: image46.wmf]O

 перпендикуляры к сторонам треугольника. По условию 
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. Поэтому из прямоугольного треугольника 
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 имеем 
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По свойству касательных, проведенных к окружности из одной точки, 
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Обозначим угол 
[image: image52.wmf]OCM

 через 
[image: image53.wmf]a

. Тогда 
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Так как 
[image: image55.wmf]OCLOCM

a

Ð=Ð=

, то 
[image: image56.wmf]ACB

Ð=

 
[image: image57.wmf]2

ACB

a

Ð=

, 
[image: image58.wmf]2

4

5

coscos22cos1

ACB

aa

Ð==-=

. 

Положим 
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. Тогда 
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По формуле, выражающей площадь треугольника через периметр и радиус вписанной окружности, получаем 


[image: image66.wmf]1

2

12()2

ABBCAC

=++×

,

откуда 
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По теореме косинусов 
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Решая это квадратное уравнение, получаем 
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Таким образом, во всех случаях получается треугольник со сторонами 
[image: image77.wmf]32

, 
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, 
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Ответ: 
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, 
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Иногда теорема косинусов применяется для вычисления тригонометрических функций углов треугольника.

Пример 3. На гипотенузе 
[image: image83.wmf]AB

 прямоугольного треугольника 
[image: image84.wmf]ABC

 построен равносторонний треугольник 
[image: image85.wmf]ABD

 так, что вершины 
[image: image86.wmf]C

 и 
[image: image87.wmf]D

 оказались по разные стороны от прямой 
[image: image88.wmf]AB

. Найти площадь треугольника 
[image: image89.wmf]ABC

, если известно, что 
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, а расстояние от центра треугольника 
[image: image91.wmf]ABD

 до вершины 
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 равно 
[image: image93.wmf]21
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Решение. Сделаем чертеж (рисунок 4). Обозначим через 
[image: image94.wmf]O

 центр равностороннего треугольника 
[image: image95.wmf]ABD

, через 
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 — середину гипотенузы 
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. Соединим точки 
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 и 
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 с вершиной 
[image: image100.wmf]C

 треугольника 
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. Тогда 
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 по свойству медианы прямоугольного треугольника, 
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 по условию,  
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. В результате в треугольнике 
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 известны все стороны, и поэтому 
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Отсюда следует, что 
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. Значит, треугольник 
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 равносторонний и 
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. Окончательно получаем 
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Ответ: 
[image: image113.wmf]93

2

. 

Вопрос. Какую величину имеет угол 
[image: image114.wmf]OCM

? 

При решении планиметрических задач важно обращать внимание не только на отрезки, но и на углы и их тригонометрические функции. Иногда это проясняет и упрощает решение.
Пример 4. Окружность 
[image: image115.wmf]1
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 радиуса 2 касается стороны 
[image: image116.wmf]AB

 угла 
[image: image117.wmf]ABC

, а ее центр лежит на стороне 
[image: image118.wmf]BC

. Окружность 
[image: image119.wmf]2
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 радиуса 3 касается сторон угла 
[image: image120.wmf]ABC

 и окружности 
[image: image121.wmf]1
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. Найти угол 
[image: image122.wmf]ABC

. 

Решение. Проведем 
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 (рисунок 5). В результате получим 
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 и 
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 известны гипотенузы 
[image: image131.wmf]12

5

OO

=

 и по одному катету 
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Обозначим 
[image: image134.wmf]21

OOS

a

Ð=

, 
[image: image135.wmf]21

OOT

b

Ð=

. Тогда 



[image: image136.wmf]2

12

2

12

394

sincos1

5255

1126

sincos1

5255

OS

OO

OT

OO

aa

bb

==,=-=,

==,=-=.


Поэтому 
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Ответ: 
[image: image138.wmf]863

25

arccos

-

.
Пример 5. Равносторонний треугольник 
[image: image139.wmf]ABC

 со стороной 
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 делится отрезком 
[image: image141.wmf]BD

 на два треугольника так, что радиус окружности, вписанной в треугольник 
[image: image142.wmf]ABD

, в два раза меньше радиуса окружности, вписанной в треугольник 
[image: image143.wmf]BCD

. Найти радиусы этих окружностей. 

Решение. Учитывая, что центры вписанных в треугольники окружностей лежат на биссектрисах углов, сделаем чертеж (рисунок 6) и проведем 
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В прямоугольном треугольнике 
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Аналогично находим, что 
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Отсюда
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Корень 
[image: image163.wmf]2
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 является посторонним, так как 
[image: image164.wmf]2

2

ra

>

. 

Ответ:  Радиусы окружностей 
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Вопрос. Почему при нахождении углов в планиметрических задачах полезнее вычислять косинусы, а не синусы?

(Предполагаемый ответ. В отличие от значения синуса угла, по значению косинуса угла сразу же можно определить, является ли угол острым, прямым или тупым.)

5.3. Задачи на применение теоремы синусов

Теорема синусов устанавливает соотношения между сторонами и синусами углов треугольника. Иногда это позволяет составить нужное для решения задачи уравнение. Однако основное значение теоремы синусов заключается в том, что с ее помощью удобно вычислять радиус окружности, описанной около треугольника.

Теорема синусов. В треугольнике отношения сторон к синусам противолежащих сторон равны между собой и равны диаметру описанной окружности.

Пример 6. Через вершины 
[image: image167.wmf]A

 и 
[image: image168.wmf]B

 треугольника 
[image: image169.wmf]ABC

 проведена окружность радиуса 4, пересекающая стороны 
[image: image170.wmf]AC

 и 
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 в точках 
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 и 
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 соответственно. Найти радиус окружности, описанной около треугольника 
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Решение. Сделаем чертеж (рисунок 7). В треугольнике 
[image: image178.wmf]DEC

 известна сторона 
[image: image179.wmf]CD

. Если найти синус противолежащего угла 
[image: image180.wmf]CED

, то по теореме синусов получим ответ. 

По свойству углов вписанного четырехугольника имеем 
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. Из треугольника 
[image: image184.wmf]ABD

 по теореме синусов 
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где 
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 — радиус описанной окружности, по условию равный 4. Отсюда 
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Применяя теорему синусов к треугольнику 
[image: image188.wmf]CDE

, получаем 
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 — радиус окружности, описанной около треугольника 
[image: image191.wmf]CDE

. Таким образом, 
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Ответ: 
[image: image193.wmf]8
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Пример 7. Точка 
[image: image194.wmf]M

 — середина стороны 
[image: image195.wmf]AC

 треугольника 
[image: image196.wmf]ABC

. Известно, что 
[image: image197.wmf]2

AB

=

, 
[image: image198.wmf]3

B

С

=

, 
[image: image199.wmf]2

ABMMB
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Ð=Ð

. Определить площадь треугольника 
[image: image200.wmf]ABC

. 

Решение. Сделаем чертеж (рисунок 8). Положим 
[image: image201.wmf]MBC
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Ð=

, 
[image: image202.wmf]AMB

b
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. Тогда 
[image: image203.wmf]2

ABM
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, 
[image: image204.wmf]CMB

pb

Ð=-

. Применяя теорему синусов к треугольнику 
[image: image205.wmf]ABM

, получаем 


[image: image206.wmf]sinsin
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или 


[image: image207.wmf]2
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,

откуда 


[image: image208.wmf]2sin2
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.

Аналогично, применяя теорему синусов к треугольнику 
[image: image209.wmf]BCM

, находим 


[image: image210.wmf]3
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Так как 
[image: image211.wmf]sin()sin
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, то 
[image: image212.wmf]3sin
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. По условию 
[image: image213.wmf]AMMC
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, поэтому 
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Так как 
[image: image215.wmf]sin0
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, то 
[image: image216.wmf]3
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9
[image: image217.wmf]97
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.

Теперь найдем 
[image: image218.wmf]sin
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 и вычислим площадь треугольника 
[image: image219.wmf]ABC

: 
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Ответ: 
[image: image221.wmf]157

16

. 
5.4. Задачи на применение свойств отрезков хорд, секущих и касательных

При решении задач с окружностями иногда помогают свойства пересекающихся хорд, свойства касательных и секущих. 

Пример 8. Окружность, проходящая через вершину 
[image: image222.wmf]C

 треугольника 
[image: image223.wmf]ABC

, касается стороны 
[image: image224.wmf]AB

 в точке 
[image: image225.wmf]L

 и пересекает стороны 
[image: image226.wmf]AC

 и 
[image: image227.wmf]BC

 в точках 
[image: image228.wmf]P

 и 
[image: image229.wmf]Q

 соответственно. Найдем 
[image: image230.wmf]AC

 и 
[image: image231.wmf]BC

, если известно, что 
[image: image232.wmf]3
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, 
[image: image233.wmf]6
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=

, 
[image: image234.wmf]8

LB
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 и прямая 
[image: image235.wmf]PQ

 параллельна 
[image: image236.wmf]AB

. 

Решение. Сделаем чертеж (рисунок 9). Пусть 
[image: image237.wmf]PCx

=

, 
[image: image238.wmf]QCy

=

. Так как 
[image: image239.wmf]AL

 — отрезок касательной, 
[image: image240.wmf]AC

  – секущая, проведенные к окружности из одной точки, то 
[image: image241.wmf]2

APACAL
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 или 
[image: image242.wmf]2
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, откуда 
[image: image243.wmf]312
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, 
[image: image244.wmf]9
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, 
[image: image245.wmf]12
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По теореме Фалеса 
[image: image246.wmf]BQ
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 или 
[image: image247.wmf]3
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, откуда 
[image: image248.wmf]1

3

BQy

=

. Рассматривая теперь касательную 
[image: image249.wmf]BL

 и секущую 
[image: image250.wmf]BC

, проведенные из точки 
[image: image251.wmf]B

, получаем  
[image: image252.wmf]2

BLBQBC
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 или 
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откуда 
[image: image254.wmf]12
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. Поэтому 
[image: image255.wmf]4
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Ответ: 
[image: image256.wmf]12
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, 
[image: image257.wmf]16
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.
Пример 9. В равнобедренном треугольнике 
[image: image258.wmf]ABC

 с основанием 
[image: image259.wmf]AC

 вписанная окружность касается боковой стороны 
[image: image260.wmf]BC

 в точке 
[image: image261.wmf]Q

, а отрезок 
[image: image262.wmf]AQ

 пересекает вписанную окружность в точке 
[image: image263.wmf]P

. Найдем площадь треугольника 
[image: image264.wmf]AB

С

, если известно, что 
[image: image265.wmf]15

AC
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, 
[image: image266.wmf]1
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. 

Решение. Сделаем чертеж (рисунок 10). Окружность, вписанная в равнобедренный треугольник, касается основания в середине, значит, 
[image: image267.wmf]15
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. По свойству касательных, проведенных из одной точки, получаем 
[image: image268.wmf]15
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. Далее, так как 
[image: image269.wmf]AM

 — касательная и 
[image: image270.wmf]AQ

 — секущая, проведенные из точки 
[image: image271.wmf]A

, то 
[image: image272.wmf]2

APAQAM
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 или 
[image: image273.wmf]15
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. Полагая 
[image: image274.wmf]APx
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, получаем 
[image: image275.wmf]2
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. Нам нужен положительный корень, поэтому 
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В результате в треугольнике 
[image: image277.wmf]ACQ

 стали известными все стороны, и тогда 
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Отсюда 

Ответ: 
[image: image279.wmf]311

4

. 

Вопрос. Как доказать, что на рисунке 10 треугольники 
[image: image280.wmf]APM

 и 
[image: image281.wmf]AQM

 подобны? 

5.5. Смешанные задачи

Рассмотрим еще несколько задач.
Пример 10. Через середину стороны ромба перпендикулярно этой стороне проводится прямая, которая пересекает противолежащую сторону и делит ромб на части, площади которых равны 12 и 27. Требуется найти сторону ромба. 

Решение. Пусть в ромбе 
[image: image282.wmf]ABCD

 угол 
[image: image283.wmf]A

 острый, а перпендикуляр проводится через середину 
[image: image284.wmf]M

 стороны 
[image: image285.wmf]AB

 (рисунок 11). Обозначим сторону ромба через 
[image: image286.wmf]a

 и острый угол через 
[image: image287.wmf]a

. Для вычисления площадей проведем 
[image: image288.wmf]MNAD

P

. Тогда 
[image: image289.wmf]AMND

 и 
[image: image290.wmf]MNCB

 — равные параллелограммы, причем 
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Треугольник 
[image: image292.wmf]MNK

 прямоугольный, у которого 
[image: image293.wmf]MNa

=

, 
[image: image294.wmf]MNK
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. Поэтому 
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MKa

a

=

, 
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Отметим, что дальнейшие вычисления будут соответствовать сделанному чертежу, на котором 
[image: image298.wmf]NKND
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, то есть 
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. При этом 
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В результате приходим к системе 
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Поделив почленно первое уравнение на второе, получаем
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Так как 
[image: image304.wmf]5
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, то этот результат соответствует чертежу. Далее находим 
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Ответ: 
[image: image306.wmf]13
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Пример 11. Гипотенуза 
[image: image307.wmf]AB

 прямоугольного треугольника 
[image: image308.wmf]ABC

 является хордой окружности радиуса 10. Вершина 
[image: image309.wmf]C

 лежит на диаметре этой окружности, который параллелен гипотенузе. Угол 
[image: image310.wmf]CAB

 составляет 
[image: image311.wmf]75

o

. Найдем площадь треугольника 
[image: image312.wmf]ABC

. 

Решение. Сделаем чертеж (рисунок 12). Проведем 
[image: image313.wmf]CHAB

^

 и 
[image: image314.wmf]OKAB

^

. Так как 
[image: image315.wmf]ABCO
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, то 
[image: image316.wmf]OKCH
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. Положим 
[image: image317.wmf]ABc

=

, тогда 
[image: image318.wmf]2
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. По условию 
[image: image319.wmf]5
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. Поэтому 
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Из прямоугольного треугольника 
[image: image321.wmf]AKO

 по теореме Пифагора получаем 
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откуда 
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[image: image324.wmf]5

.

Ответ: 
[image: image325.wmf]85

. 

Чему равна площадь треугольника 
[image: image326.wmf]ABC

? 

Пример 12. Из точки вне окружности проведены касательные и секущая, причем точки касания и точки пересечения секущей с окружностью являются вершинами некоторой трапеции. Найти отношение оснований трапеции, если угол между касательными равен 
[image: image327.wmf]60

o

. 

Решение. Пусть 
[image: image328.wmf]A

 и 
[image: image329.wmf]C

 — точки касания, а 
[image: image330.wmf]B

 и 
[image: image331.wmf]D

 –  точки пересечения окружности и секущей, причем 
[image: image332.wmf]ADBC

P

 (рисунок 13). Обозначим через 
[image: image333.wmf]O

 центр, а через 
[image: image334.wmf]r

 радиус окружности, и вычислим сторону правильного треугольника 
[image: image335.wmf]ASC

 (рисунок 14). Понятно, что 
[image: image336.wmf]60
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o

, 
[image: image337.wmf]30
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o

, откуда 
[image: image338.wmf]2

SOr

=

, 
[image: image339.wmf]SASC
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[image: image340.wmf]3
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Так как трапеция 
[image: image341.wmf]ABCD

 вписана в окружность, то она равнобочная, значит, 
[image: image342.wmf]3
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. Пусть 
[image: image343.wmf]SBz

=

, по свойству касательной и секущей, проведенных из одной точки, имеем 



[image: image344.wmf]22
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Это уравнение имеет единственный положительный корень 
[image: image345.wmf]3

2
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Заметим теперь, что угол 
[image: image346.wmf]SAC

 между касательной 
[image: image347.wmf]SA

 и хордой 
[image: image348.wmf]AC

 измеряется половиной дуги 
[image: image349.wmf]AC

. Этой же половиной измеряется и вписанный угол 
[image: image350.wmf]CDA

, значит, 
[image: image351.wmf]60

CDASAC
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. Аналогично, 
[image: image352.wmf]SCBSDC
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. 

Положим 
[image: image353.wmf]ABx

=

, 
[image: image354.wmf]BCy

=

 и проведем 
[image: image355.wmf]BECD

P

. Понятно, что 
[image: image356.wmf]BEx

=

, 
[image: image357.wmf]EDy

=

. Так как угол 
[image: image358.wmf]BAE

 при основании равнобедренного треугольника 
[image: image359.wmf]ABE

 равен 
[image: image360.wmf]60

o

, то этот треугольник правильный и 
[image: image361.wmf]AEx

=

. 

В треугольниках 
[image: image362.wmf]SBC

 и 
[image: image363.wmf]SDC

 угол при вершине 
[image: image364.wmf]S

 — общий, кроме того, углы 
[image: image365.wmf]SCB

 и 
[image: image366.wmf]SDC

 равны. Следовательно, эти треугольники подобны. Но тогда 



[image: image367.wmf]251

или

2

51

CDSCx

BCSBy

+

===.

-


Окончательно получаем 
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Ответ: 
[image: image369.wmf]53
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Проверь себя. Вычисления на плоскости

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
Чему равен радиус окружности, вписанной в прямоугольный треугольник с катетами 8 см и 15 см  и гипотенузой 17 см ?


[image: image370.wmf]·

1. 2 см

[image: image371.wmf]·

2. 3 см

[image: image372.wmf]·

3. 4 см

[image: image373.wmf]·

4. 5 см
(Правильный вариант: 2)
В треугольнике 
[image: image374.wmf]ABC

 со стороной 
[image: image375.wmf]8

AB

=

 см косинус угла 
[image: image376.wmf]ACB

 равен 
[image: image377.wmf]3

5

. Чему равен радиус окружности, описанной вокруг треугольника 
[image: image378.wmf]ABC

?


[image: image379.wmf]·

1. 5 см

[image: image380.wmf]·

2. 6 см

[image: image381.wmf]·

3. 7 см

[image: image382.wmf]·

4. 8 см
(Правильный вариант: 1)

Вокруг треугольника 
[image: image383.wmf]ABC

 со стороной 
[image: image384.wmf]10

AB

=

 см и углом 
[image: image385.wmf]ACB

, равным 
[image: image386.wmf]150

o

, описана окружность с центром 
[image: image387.wmf]O

. Чему равен радиус окружности, описанной вокруг треугольник 
[image: image388.wmf]AOC

 ?


[image: image389.wmf]·

1. 6 см

[image: image390.wmf]·

2. 8 см

[image: image391.wmf]·

3. 10 см

[image: image392.wmf]·

4. 12 см
(Правильный вариант: 3)
В треугольнике со сторонами 
[image: image393.wmf],,

abc

 радиусы вписанной и описанной окружностей равны  
[image: image394.wmf]r

 и 
[image: image395.wmf]R

 соответственно. Чему равно произведение 
[image: image396.wmf]rR

×

 ?


[image: image397.wmf]·

1. 
[image: image398.wmf]2
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[image: image399.wmf]·

2. 
[image: image400.wmf]4
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[image: image401.wmf]·

3. 
[image: image402.wmf]2()
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[image: image403.wmf]·

4. 
[image: image404.wmf]4()
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(Правильный вариант: 3)
Проверь себя. Вычисления на плоскости

Задание 2. Укажите правильный вариант ответа

.

В окружности хорды 
[image: image405.wmf]AB

 и 
[image: image406.wmf]CD

 пересекаются в точке 
[image: image407.wmf]P

. Известно, что 
[image: image408.wmf]8

AP
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, 
[image: image409.wmf]15

BP

=

, 
[image: image410.wmf]6

CP

=

. Чему равна длина отрезка 
[image: image411.wmf]ABC

?


[image: image412.wmf]·

1. 12
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2. 16

[image: image414.wmf]·

3. 20

[image: image415.wmf]·

4. 24
 (Правильный вариант: 3)

Две секущие, проведенные через точку 
[image: image416.wmf]P

, пересекают окружность в точках 
[image: image417.wmf]A

 и 
[image: image418.wmf]B

, в точках 
[image: image419.wmf]C

 и 
[image: image420.wmf]D

, причем точка 
[image: image421.wmf]A

 лежит между точками 
[image: image422.wmf]P

 и 
[image: image423.wmf]B

, точка 
[image: image424.wmf]C

 лежит между точками 
[image: image425.wmf]P

 и 
[image: image426.wmf]D

. Известно, что 
[image: image427.wmf]4
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, 
[image: image428.wmf]3
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, 
[image: image429.wmf]5
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. Чему равна длина отрезка 
[image: image430.wmf]CD

?
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1. 
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5



[image: image433.wmf]·

2. 1
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3. 
[image: image435.wmf]7

5



[image: image436.wmf]·

4. 
[image: image437.wmf]12

5


 (Правильный вариант: 1)

В треугольнике 
[image: image438.wmf]ABC

 окружность проходит через вершину 
[image: image439.wmf]A

, касается стороны 
[image: image440.wmf]BC

  в точке 
[image: image441.wmf]M

 и пересекает сторону 
[image: image442.wmf]AB

 в точке 
[image: image443.wmf]N

. Известно, что 
[image: image444.wmf]3

AN

=

, 
[image: image445.wmf]2

BN

=

. Чему равна длина отрезка 
[image: image446.wmf]BM

?
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2. 
[image: image450.wmf]6
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3. 
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4. 
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 (Правильный вариант: 4)

Через точку 
[image: image455.wmf]P

, расположенную вне окружности радиуса 
[image: image456.wmf]R

, проводится прямая, которая пересекает окружность в точках 
[image: image457.wmf]A

 и 
[image: image458.wmf]B

. Известно, что расстояние от точки 
[image: image459.wmf]P

 до центра окружности равно 
[image: image460.wmf]m

. Чему равно произведение 
[image: image461.wmf]PAPB

×

?
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 (Правильный вариант: 2)

Домашнее задание

1. Сторона правильного треугольника 
[image: image470.wmf]ABC

 равна 
[image: image471.wmf]a

, 
[image: image472.wmf]AD

 – - его высота, опущенная из вершины 
[image: image473.wmf]A

. Найдите радиус окружности, которая касается стороны 
[image: image474.wmf]AC

, высоты 
[image: image475.wmf]AD

 и описанной около треугольника 
[image: image476.wmf]ABC

 окружности. 

2. В треугольнике 
[image: image477.wmf]ABC

 радиус вписанной окружности равен 
[image: image478.wmf]5

, расстояние от ее центра до вершины 
[image: image479.wmf]C

 равно 5, а сторона 
[image: image480.wmf]AB

 равна 
[image: image481.wmf]45

. Найдите стороны 
[image: image482.wmf]AC

 и 
[image: image483.wmf]BC

. 

3. В треугольнике 
[image: image484.wmf]ABC

 радиус вписанной окружности равен 
[image: image485.wmf]5

, расстояние от ее центра до вершины 
[image: image486.wmf]C

 равно 
[image: image487.wmf]52

, а периметр треугольника равен 
[image: image488.wmf]125

. Найдите стороны треугольника 
[image: image489.wmf]ABC

. 

4. В треугольнике 
[image: image490.wmf]ABC

 радиус вписанной окружности равен 1, расстояние от ее центра до вершины 
[image: image491.wmf]C

 равно 
[image: image492.wmf]5

, а сумма сторон 
[image: image493.wmf]AC

 и 
[image: image494.wmf]BC

 равна 8. Найдите стороны треугольника 
[image: image495.wmf]ABC

. 

5. Внутри квадрата 
[image: image496.wmf]ABCD

 выбрана точка 
[image: image497.wmf]E

 так, что угол 
[image: image498.wmf]BEC

 прямой. Найдите площадь треугольника 
[image: image499.wmf]BEC

, если 
[image: image500.wmf]10

BC

=

, а расстояние от центра квадрата до точки 
[image: image501.wmf]E

 равно 1. 

6. На гипотенузе 
[image: image502.wmf]AB

 прямоугольного треугольника 
[image: image503.wmf]ABC

 построен квадрат 
[image: image504.wmf]ABDE

 так, что вершина 
[image: image505.wmf]C

 находится вне квадрата. Найдите площадь треугольника 
[image: image506.wmf]ABC

, если 
[image: image507.wmf]13

AB

=

, а расстояние от центра квадрата до вершины 
[image: image508.wmf]C

 равно 3. 

7. На стороне 
[image: image509.wmf]AB

 равностороннего треугольника 
[image: image510.wmf]ABC

 как на гипотенузе построен прямоугольный треугольник 
[image: image511.wmf]ABD

 так, что вершины 
[image: image512.wmf]C

 и 
[image: image513.wmf]D

 расположены по одну сторону от прямой 
[image: image514.wmf]AB

. Найдите площадь треугольника 
[image: image515.wmf]ABD

, если 
[image: image516.wmf]21

AB

=

, а расстояние от центра треугольника 
[image: image517.wmf]ABC

 до вершины 
[image: image518.wmf]D

 равно 1. 

8. Сумма тангенсов двух углов равна 2, а тангенс суммы этих углов равен 4. Найдите тангенс каждого угла. 

9. Синус острого угла параллелограмма равен 
[image: image519.wmf]3

5

. Найдите косинус тупого угла этого параллелограмма. 

10. Синус угла, образованного диагональю ромба с его стороной, равен 0,2. Найдите косинусы углов ромба. 

11. Докажите, что отношение площади правильного 
[image: image520.wmf]n

-угольника, вписанного в окружность радиуса 1, к площади правильного 
[image: image521.wmf]2

n

-угольника, вписанного в эту окружность, равно 
[image: image522.wmf]cos

n

p

. 

12. Пусть 
[image: image523.wmf]n

S

 — площадь правильного 
[image: image524.wmf]n

-угольника, вписанного в окружность радиуса 1. Докажите, что: 

а) 
[image: image525.wmf]4
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б) 
[image: image526.wmf]16
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в) 
[image: image527.wmf]3
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г) 
[image: image528.wmf]96
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д) 
[image: image529.wmf]96
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S
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попробуйте оценить точность данного приближения к числу 
[image: image530.wmf]p

. 

13. Окружность 
[image: image531.wmf]1

O

 радиуса 3 касается продолжения стороны 
[image: image532.wmf]AB

 угла 
[image: image533.wmf]ABC

, а ее центр лежит на стороне 
[image: image534.wmf]BC

. Окружность 
[image: image535.wmf]2

O

 радиуса 1 касается сторон угла 
[image: image536.wmf]ABC

 и окружности 
[image: image537.wmf]1

O

. Найдите угол 
[image: image538.wmf]ABC

. 

14. Окружность 
[image: image539.wmf]1

O

 радиуса 2 касается продолжения стороны 
[image: image540.wmf]AB

 угла 
[image: image541.wmf]ABC

, а ее центр лежит на стороне 
[image: image542.wmf]BC

. Окружность 
[image: image543.wmf]2

O

 радиуса 5 касается сторон угла 
[image: image544.wmf]ABC

 и окружности 
[image: image545.wmf]1

O

. Найдите угол 
[image: image546.wmf]ABC

. 

15. Окружность 
[image: image547.wmf]1

O

 радиуса 4 касается стороны 
[image: image548.wmf]AB

 угла 
[image: image549.wmf]ABC

, а ее центр лежит на стороне 
[image: image550.wmf]BC

. Окружность 
[image: image551.wmf]2

O

 радиуса 1 касается сторон угла 
[image: image552.wmf]ABC

 и окружности 
[image: image553.wmf]1

O

, центр 
[image: image554.wmf]2

O

 лежит вне круга 
[image: image555.wmf]1

O

. Найдите угол 
[image: image556.wmf]ABC

. 

16. Через вершины 
[image: image557.wmf]A

 и 
[image: image558.wmf]B

 треугольника 
[image: image559.wmf]ABC

 проведена окружность радиуса 3, пересекающая сторону 
[image: image560.wmf]AC

 в точке 
[image: image561.wmf]D

. Найдите радиус окружности, описанной около треугольника 
[image: image562.wmf]BDC

, если 
[image: image563.wmf]5

AB

=

, 
[image: image564.wmf]7

BC

=

. 

17. Радиус окружности, описанной около треугольника 
[image: image565.wmf]ABC

, равен 3, сторона 
[image: image566.wmf]AB

 равна 5. Через вершины 
[image: image567.wmf]A

 и 
[image: image568.wmf]C

 проводится окружность радиуса 7, пересекающая луч 
[image: image569.wmf]CB

 в точке 
[image: image570.wmf]D

. Найдите длину 
[image: image571.wmf]AD

. 

18. Через вершины 
[image: image572.wmf]A

 и 
[image: image573.wmf]B

 треугольника 
[image: image574.wmf]ABC

 проведена окружность радиуса 9, пересекающая луч 
[image: image575.wmf]AC

 в точке 
[image: image576.wmf]E

, не лежащей на стороне 
[image: image577.wmf]AC

. Найдите радиус окружности, описанной около треугольника 
[image: image578.wmf]BCE

, если 
[image: image579.wmf]7

AB

=

, 
[image: image580.wmf]2

BC

=

. 

19. Дана равнобедренная трапеция 
[image: image581.wmf]ABCD

 с основаниями 
[image: image582.wmf]AD

 и 
[image: image583.wmf]BC

 и боковыми сторонами 
[image: image584.wmf]AB

 и 
[image: image585.wmf]CD

. Известно, что 
[image: image586.wmf]5

AD

=

, 
[image: image587.wmf]3

BC

=

, 
[image: image588.wmf]2

ACDBAC

Ð=Ð

. Определите длину боковой стороны трапеции. 

20. В треугольнике 
[image: image589.wmf]ABC

 сторона 
[image: image590.wmf]15

AB

=

. Окружность, проходящая через вершину 
[image: image591.wmf]C

, касается стороны 
[image: image592.wmf]AB

 в точке 
[image: image593.wmf]L

 и пересекает стороны 
[image: image594.wmf]AC

 и 
[image: image595.wmf]BC

 в точках 
[image: image596.wmf]P

 и 
[image: image597.wmf]Q

 соответственно. Найдите 
[image: image598.wmf]AC

 и 
[image: image599.wmf]BC

, если 
[image: image600.wmf]3

AP

=

, 
[image: image601.wmf]2

BQ

=

 и 
[image: image602.wmf]CL

 — биссектриса угла 
[image: image603.wmf]C

. 

21. Окружность касается стороны 
[image: image604.wmf]AB

 треугольника 
[image: image605.wmf]ABC

 в точке 
[image: image606.wmf]L

, проходит через вершину 
[image: image607.wmf]C

 и пересекает стороны 
[image: image608.wmf]AC

 и 
[image: image609.wmf]BC

 в точках 
[image: image610.wmf]P

 и 
[image: image611.wmf]Q

 соответственно. Найдите 
[image: image612.wmf]AB

 и 
[image: image613.wmf]AC

, если 
[image: image614.wmf]9

CQ

=

, 
[image: image615.wmf]3

QB

=

, 
[image: image616.wmf]4

AP

=

 и 
[image: image617.wmf]CL

 является биссектрисой угла 
[image: image618.wmf]C

. 

22. Окружность, проходящая через вершину 
[image: image619.wmf]C

 треугольника 
[image: image620.wmf]ABC

, касается 
[image: image621.wmf]AB

 в точке 
[image: image622.wmf]L

 и пересекает стороны 
[image: image623.wmf]AC

 и 
[image: image624.wmf]BC

 в точках 
[image: image625.wmf]P

 и 
[image: image626.wmf]Q

 соответственно. Найдите 
[image: image627.wmf]AC

 и 
[image: image628.wmf]BC

, если 
[image: image629.wmf]12

AB

=

, 
[image: image630.wmf]9

PQ

=

, 
[image: image631.wmf]4

AP

=

 и прямая 
[image: image632.wmf]PQ

 параллельна 
[image: image633.wmf]AB

. 

23. В равнобедренном треугольнике 
[image: image634.wmf]ABC

 с основанием 
[image: image635.wmf]AC

 вписанная окружность касается боковой стороны 
[image: image636.wmf]BC

 в точке 
[image: image637.wmf]Q

, а отрезок 
[image: image638.wmf]AQ

 пересекает вписанную окружность в точке 
[image: image639.wmf]P

. Найдите площадь треугольника 
[image: image640.wmf]ABC

, если 
[image: image641.wmf]12

AC

=

, 
[image: image642.wmf]5

PQ

=

. 

24. Равнобедренная трапеция 
[image: image643.wmf]ABCD

 с основаниями 
[image: image644.wmf]AD

 и 
[image: image645.wmf]BC

 описана около окружности. Сторона 
[image: image646.wmf]CD

 касается этой окружности в точке 
[image: image647.wmf]Q

, а отрезок 
[image: image648.wmf]AQ

 пересекает окружность в точке 
[image: image649.wmf]P

. Найдите радиус окружности, если 
[image: image650.wmf]2

AP

=

, 
[image: image651.wmf]7

PQ

=

. 

25. Через середину боковой стороны равнобедренного треугольника перпендикулярно этой стороне проведена прямая, которая пересекает вторую боковую сторону и делит треугольник на части, площади которых равны 30 и 66. Найдите длину боковой стороны треугольника. 

26. Через середину гипотенузы прямоугольного треугольника перпендикулярно гипотенузе проведена прямая, делящая треугольник на части, площади которых равны 25 и 39. Найдите длину гипотенузы. 

27. Через середину боковой стороны равнобедренного треугольника перпендикулярно этой стороне проведена прямая, которая пересекает основание треугольника и делит треугольник на части, площади которых равны 50 и 94. Найдите длину боковой стороны треугольника. 

28. Вне равностороннего треугольника 
[image: image652.wmf]ABC

 со стороной длины 
[image: image653.wmf]a

 выбрана точка 
[image: image654.wmf]M

 так, что отрезок 
[image: image655.wmf]AM

 пересекает сторону 
[image: image656.wmf]BC

, а площади треугольников 
[image: image657.wmf]ABM

, 
[image: image658.wmf]ACM

 и 
[image: image659.wmf]BCM

 пропорциональны числам 4, 1 и 2 соответственно. Найдите длину отрезка 
[image: image660.wmf]AM

. 

29. Равнобедренный прямоугольный треугольник с катетом длины 
[image: image661.wmf]a

 повернут вокруг вершины прямого угла на 
[image: image662.wmf]30

o

. Найдите площадь общей части исходного и повернутого треугольников. 

30. В равнобедренной трапеции 
[image: image663.wmf]ABCD

 основание 
[image: image664.wmf]AB

 имеет длину 
[image: image665.wmf]a

, величина угла 
[image: image666.wmf]A

 равна 
[image: image667.wmf]60

o

. Окружности, вписанные в треугольники 
[image: image668.wmf]ABC

 и 
[image: image669.wmf]ACD

, касаются. Найдите площадь трапеции. 

31. Длина основания 
[image: image670.wmf]AB

 равнобедренной трапеции 
[image: image671.wmf]ABCD

 равна 3, 
[image: image672.wmf]60

A

Ð=

o

. Диагональ 
[image: image673.wmf]AC

 трапеции и биссектрисы углов 
[image: image674.wmf]B

 и 
[image: image675.wmf]D

 пересекаются в одной точке. Определите длину основания 
[image: image676.wmf]CD

. 

32. В треугольнике 
[image: image677.wmf]ABC

 проведена медиана 
[image: image678.wmf]BD

, 
[image: image679.wmf]120

ABC

Ð=

o

. Окружность, описанная около треугольника 
[image: image680.wmf]BCD

, касается прямой 
[image: image681.wmf]AB

, а ее радиус равен 
[image: image682.wmf]R

. Найдите площадь треугольника 
[image: image683.wmf]ABC

. 

33. В равностороннем треугольнике 
[image: image684.wmf]ABC

 со стороной 2 проведена высота 
[image: image685.wmf]BH

. Прямая, параллельная стороне 
[image: image686.wmf]AB

, пересекает отрезки 
[image: image687.wmf]AC

, 
[image: image688.wmf]BH

 и 
[image: image689.wmf]BC

 в точках 
[image: image690.wmf]M

, 
[image: image691.wmf]N

 и 
[image: image692.wmf]K

 соответственно. Найдите наименьшее возможное значение суммы площадей треугольников 
[image: image693.wmf]MNH

 и 
[image: image694.wmf]BNK

. 
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